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第 一 章 
集 的 一 般 梅 念 


1. 集 及 可 以 供 稍 人 思 戎 的 ， 北 且 能 够 辨别 彼此 的 ， 叶 做 个 
体 , 粮 括 某 些 个 体 成 一 整体 ， 我 们 克之 篇 集 . 集 的 理论 创 自 德 人 康 
和 妥 0 ,从 十 畴 世 驾 末 革 ,逐渐 发 展 ; 到 了 今日 , 集 论 不 但 成 篇 数学 的 
一 分 称 , 东 且 是 全 部 数学 的 基础 .本 章 戏 述 集 答 的 醒 轿 ,用 做 探讨 
实 夯 数 的 准备 。 
例如 中 国人 民 的 全 体 是 一 集 ， 和 从 上 到 100 的 一 百 个 自然 数 成 
一 集 。 又 如 定 贺 内 的 一 切 点 的 全 部 ,也 是 一 集 . 构成 集 的 个 体 , 称 
篇 集 的 元 素 ;上 述 第 一 个 集 的 元 素 是 中 国人 民 , 第 二 个 集 的 元 来 是 
自然 数 ,第 三 个 集 的 元 素 是 点 . 
有 十 集 4 和 如， 假如 它们 所 含 的 元 素 完 全 相同 , 那 末 说 两 集 
相同 ,用 记号 
A=B 
表示 44 和 B 相同 .假如 a 是 4 的 一 个 元 素 , 那 未 膏 , 4 舍 有 4, 或 
是 说 , a 属 基 4 ,记号 是 
tA., 
假如 4 中 任何 元 素 都 属於 B, 那 未 说 4 是 五 的 一 部 分 ,或 是 说 4 
是 巨 的 一 个 子 集 ,用 记号 
AcB 
来 表示 .假如 4 是 B 的 一 个 子 集 , 但 B 至 少 有 一 元 素 不 属於 4， 
那 末 说 , 4 是 8 的 一 个 鞭子 集 ,用 
AcB 或 Bo4 
了 康 妥 (George Cantor, 1815 一 1918) 的 父 半 是 丹 灰 人 .他 的 放生 地 是 列 密 格 转 . 
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求 表 下 ， 例 如 中 国人 民 的 生体 是 妃 , 上 海 市 人 民 的 全 体 是 4; 那 末 
ACD., 

不 合 元 素 的 集 称 篇 窑 集 、 例如 满足 始 十 1 = 0 的 实数 % 是 
一 空 集 . 空 集 用 记号 0 表示 ,所 以 

A=0 

的 意义 是 : 4 是 空 集 . 空 集 是 任何 集 的 子 集 . 

2. 上 映照” 假如 对 於 两 集 4 和 号 , 有 方法 8, 使 B 的 任 一 元 素 
2 ,对 应 着 4 的 唯一 元 素 06, 那 未 襄 , 用 表示 法 (映照 法 )9 将 B 的 
元 素 5 表示 (映照 ) 於 4 的 元 素 we， 称 av 是 5 的 像 ,b 是 ow 的 原 


像 、 记号 
Do 
béB 


表示 像 a 的 至 体 (的 集 ) , 称 篇 已 在 4 上 的 像 , 这 个 像 是 从 映 腿 法 
9 得 到 的 . 

上 面 “ 唯 一 ”的 意义 是 指 一 个 元 素 只 有 一 个 像 . 当 B 中 元 素 5 
与 2 相 轨 时 ( 写 做 D 天 5')， 

Qb FE Op 
成 立 . 就 是 说 : 相 旺 的 元 素 对 诡 众 不同 的 像 , 此 时 种 P 具有 单调 性 . 
具有 单调 性 的 将 BB 映照 於 4, 假 如 B 的 像 殿 4 相同 ,就 是 说 : 
A= 和 > Qs 议 
成 立 的 时 伐 ; 称 4 入 研一 一 革 床 ,9 是 它们 的 对 话 法 ， 此 时 ,A4 
的 任 一 元 素 @, 必 有 它 的 原 像 bo; 所 以 4 也 映照 从 B, 半 是 9 的 第 
映照 ,用 9 一 来 记 它 .我 们 写 着 
p(B) = A, pA)= 
a = (Db), b = p(s). 

和 4 积 B 的 一 一 对 应 ,就 是 有 畦 调 的 9 能 使 上 面 最 初 十 天保 成 并 的 
意思 ;或 是 说 4 的 元 素 和 和 B 的 元 素 , 可 以 设法 使 他 们 十 两 相 对. 我 
个 用 记号 
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A~B 
表示 4 和 B 可 成 一 一 半 硒 ;此 时 称 4 与 了 对 等 .例如 
4 是 1,2, 3, 4 四 个 自然 数 ; 
互 是 红 , 黄 , 黑 , 白 四 个 球 ; 
C 是 东 , 南 , 西 , 北 四 个 向 念 ; 
容易 了 明白 4~ 已 , B~C, A4~C. 又 如 
4 是 自然 数 的 全体 :1, 2, 3, 4,…， 
是 个 数 的 全体 : 2, 4, 6, 8,…， 
C 是 奇数 的 全 体 : 1, 3, 5,7,…， 
也 容易 明白 三 集 4, B,C 是 两 两 对 等 的 、 但 是 应 该 注意 的 是 
BcA 和 B ~4a 
可 以 同时 成 立 ， 就 是 说 :有 些 集 可 以 和 它 的 一 个 蔬 子 集 划 等 、 
3. 有 限 集 和 扰 限 集 . 在 说 明 有 耻 集 和 钨 限 集 的 意义 之 前 ,人 先 
征明 下 面 的 
补助 定理 设 % 和 % 都 是 自然 数 ,% 过 %， "区 慑 iv 是 最 初 ” 


+ 0 


证 明 我 们 用 数学 姑 纳 法 水 浊 M, 和 Mm 不 是 对 等 的 ， 是 
然 , M; 不 与 Mi 对 等 。 
识 记 是 一 个 自然 数 。 在 Mz 不 与 它 的 任何 丑 子 集 涤 等 的 假设 
下 来 发 明 Mi 也 是 如 此 就 够 了 .假如 有 M' 适合 从 
MCMen 和 M'~Min | (1) 
那 未 Ms 的 元 素 十 1 必 对 应 於 M 的 基 一 元 来 !， 才 个 元 素 / 
不 会 是 十 1, 假如 ?是 十 1， 那 末 和 从 Mk 和 M 分别 除去 
kx 十 1 和 1, 而 得 Mn 和 M” 从 (1) 得 着 
M’CM:, Me~ M’. (2) 
然而 由 假设 , Mx 不 和 宪 的 任何 鞭子 集 对 等 ,所 坟 (2) 不 成 立 。 冲 就 
是 说 : 1 不 等 於 十 1。 1 稀 不 等 於 十 1， 可 能 M” 蓝 不 含有 
k 十 1, 是 必 
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ME Mx, 
此 时 和 从 Mtn 除去 于 十 1, 从 M 除去 :而 得 MM”, 又 得 着 不 可 以 同 
时 成 工 的 雨天 傈 (2)。 肖 样 说 来 ,上 十 1 必 属 只 M6M' 中 的 十 1 
订 该 对 应 外 Mrss 中 的 某 元 素 v。 现 在 多 更 对 应 的 情况 如 下 : 

使 Min 中 的 XK 十 1 与 MM' 中 的 有 十 1 相 洲 应， 

使 Mz 中 的 > 与 玖 中 的 /相对 应 。 
如 是 仍 不 失 Mk 和 M 的 对 兢 关 保 , 但 是 秆 样 的 一 一 半 应 的 不 可 
能 实现 ,已 详 礁 上 六 ,所 以 (1) 是 不 能 成 立 的 .补助 定理 及 办 . 

于 是 ， 当 4~M 时 ,4 不 能 再 与 其 它 的 条 对 等 , 称 秆 个 自 
然 数 4 篇 4 的 计数 ,或 是 4 的 元 数 个 数 . 

和 集 有 两 种 :有 Mn 和 与 之 对 等 的 集 ,和 扰 MM 与 之 浏 等 的 集 , 前 者 请 
之 有 限 集 ,后 者 谓 之 乱 限 集 ， 从 这 个 定 闵 就 得 着 

定理 可 奥 其 其 子 集 攻 等 的 集 -- 定 是 短 限 信 . 

4. 可 列 集 与 不 可 列 集 可 列 集 有 和 扰 限 的 和 有 限 的 :有 限 集 都 
是 可 列 集 . 空 集 也 算是 可 列 集 ,可 与 自然 数 集 (就 是 自然 数 的 全 体 ) 
N: 1,2,3,.., Nh,: 


成 一 一 对 应 的 无 限 集 吓 它 做 可 列 无 限 集 . 


ee 


se 


证 明 发 4 是 一 扰 限 集 。 和 从 4 中 取 一 元 素 go。， 除 m 而 外 ， 

4 中 必 有 元 素 ,否则 长生 
A~M 

的 矛盾。 设 是 一 自然 数 ,4 中 取出 元 素 wd, 0 ,0 和 后 必 艇 
有 元 素 atti, 和 否则 发 生 扰 限 集 4 泥 千 於 Mh 的 矛盾 。 

所 以 4 含有 如 下 的 无 限 可 列 于 集 : 

AA: On Gs, a, 

定理 窒 举 。 

有 限 集 不 能 与 其 如 子 集 对 等 ,已 群 礁 前 凶 . 那 未 ,无限 集 是 否 
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一 定 对 等 於 其 某 一 鞭子 集 呢 ? 
定理 2. 无 限 集 必 并 等 於 它 的 一 个 其 子 集 ， 


® oe » oo oo + 0 .0 * ee ee 。 


证 明 设 4 是 一 无 限 集 , 它 必 会 有 可 列子 集 4 如 定理 1 所 


个 。 

设 41 的 元 素 是 ,0s, as, 44,…. 答 和 4 除去 ,得 和 的 蚜 子 集 
了 ,性 有 明 4~B 就 够 了 。， 售 4 的 元 素 uw 对 应 於 互 的 元 素 axn, 4 
中 不 属於 4 的 元 素 4 使 它 对 应 礁 B 中 的 a。 于 是 成 立 着 和 4 和 
的 一 一 状 订 .而 定理 妖 明 完 界 ， 

由 前 节 的 定理 和 本 季 定 理 2, 我 们 斯 言 : 倚 限 集 的 畦 繁 是 有 鞭 
于 集 和 它 对 等 

更 在 举 出 可 列 集 的 若干 实例 : 
(1) 自然 数 对 (m2)(m,n = 1 2,…) 的 公 体 术 是 可 列 的 . 

事实 上 , 记 = (1,1), 02 = (2,1), as = (1,2), m= (3,1), 

= (2,2), ge = (1,3), 


时， 就 可 以 了 解 M~ 入 ,NN 表示 自然 数 的 集 ， 把 一 切 自 然 数 对 列 
成 一 表 ,更 是 一 目 了 然 的 可 以 明白 M~N: 
(1r1) (is 2) £1, 3).- 
(2,1)  (& 2) 
(3 ， 1 站- oo 

(2) 可 烈 无 限 集 4 光 任 -人 限 子 集 B 是 可 出 的 ， 

篇 什 顾 呢 ? 记 4 的 一 切 元 素 篇 m0,…; 那 魔 , B 的 一 切 元 
素 的 形式 可 以 记 作 

Co Wyss Cyss 

此 地 1 过 四 所 如 < < …,， 由 是 可 知 召 是 可 列 的 。 

(3) 有 再 数 的 他杀 是 可 列 的 . 


因 需 正 有 理 数 /nw ( 侈 之 0, 肥 盖 0) 的 全 体 和 自然 数 对 的 集 
N 成 一 一 对 应 ,所 以 一 切 正 有 理 数 成 一 可 列 集 
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Pi, Pa, Pa, '*» 
和 从 而 ,有 理 数 的 全 体 ‘ 
RE:0, Pp, — Di, Do — Pz … 
也 是 可 烈 的 。 
定义” 设 4,B,C,… 都 是 集 , 以 各 些 集 的 元 素 全 体 所 成 的 集 
称 篇 4, B,C,-… 的 和 集 ,党 个 和 集 用 记号 
有 十 BC+. 


kb ow 
来 表示 . 简写 和 和 集 4; + 4 十 … 十 44 做) 4,. 又 简 富 了 4。 


做 三 4,. 
假如 4 4 4 … 都 是 可 列 集 ; 那 末 ,由 (1) 的 司法 知道 和 集 
4 也 是 可 烈 的, 因 篇 只 要 把 4 的 一 切 元 素 记 成 
(1%, 1), (1, 2), (1R, 3), os (NN, Mm),. 
就 明白 了 . 简单 地 说 : 
(4) 可 列 无 限 个 (或 有 限 个 ) 可 列 集 的 和 集 是 可 列 的 . 
有 理 数 是 代数 数 . 代数 数 未 必 是 有 理 数 , 过 就 是 说 :整数 你 数 
0o 由, ,Qn 的 方程 
oo22 二 Xr 十-… 十 Gx 二 0 
(ao 天 0) 
、 的 根 未 必 是 有 理 数 . 正 整 数 
H=%+|w| 十 … 十 |on| 
称 篇 上 记 方 程 的 高 ， 滋 於 一 定 的 如 ,只 有 有 限 个 方程 以 五 篇 高 的 ， 
每 个 方程 的 一 切 根 虱 是 代数 数 ; 记 这 些 代数 数 的 全 体 篇 4,，A4， 
是 一 有 限 集 。 由 (4), 和 和 集 
4 十 42 十 4s 十 
是 一 可 列 集 .我 们 着 到 了 下 述 的 粘 果 : 
(5) 人 


se + 0 
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举例 办 下 : 
设 XX 是 十 进位 小 数 的 全 体 , 那 末 XX 的 元 素 的 一 般 形式 是 
0。 0 oa Us 0 
ax 是 十 个 数字 0, 1, …, 9 中 的 一 个 (天 = 1, 2, …)。 假如 是 可 
列 的 , 那 末 有 的 元 素 的 全 部 可 以 写成 


yy Was Vas es Ky 

rk 的 形式 是 0. am arm Ura … 0 ,而 arn (2 = 1,2,…) 是 
0,，1，2，…9 

十 个 数字 中 的 一 个 .我 们 现在 定义 一 个 小 数 0， 52… bk…- 对 於 


任 一 上 ,假如 ai 是 工 , 那 末 姑 是 2; 假 如 wuxz 不 是 1 工 。 
性 个 小 数 0。b， 5。bs…, 决 不 是 一 个 zx; 因 篇 
ae EE br (KE= 1,2,...) 
的 系 故 .但 是 由 定 闵 ， 
0。D 0 bs.… XX, 
雨 精 果 不 相 容 ,所 以 并 不 是 可 列 的 。 

5. 计数 的 拓 广 。” 设 % 是 一 个 自然 数 。 一切 以 nn 做 计数 的 有 限 
集 , 都 是 对 等 的 :计数 又 名 个 数 , 个 数 相同 的 两 集 是 对 等 的 。 现 在 
拓 广 计数 的 意义 於 无 限 集 . 

定义 ”对 等 的 两 集 , 称 坊 两 集 有 同 势 ; 不 对 等 的 两 集 , 称 其 势 
相 轩 有限 集 的 势 就 是 计数 。 空 集 的 势 是 零 。 与 自然 数 集 N 同 
芝 的 焦 , 记 它 的 势 做 从 

所 以 可 列 乱 限 集 的 蔓 是 愉 。 

定 闵 。” 记 一 切 十 和 进 位 小 数 的 集 ( 就 是 前 凶 的 了) 的 势 做 代 。 

由 前 节 知 和 从 是 相 刁 的 两 个 芭 . 

定 猴 ” 荀 用 a, B,7 等 文字 做 势 的 记号 。 两 势 c 和 8 相同 的 
记号 是 

ac = 有 
假如 4 对 等 仆 B 的 菜 革 子 集 。 而 B 不 奥 4 对 等 , 称 篇 4 的 势 小 
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於 妃 的 攻 ; 或 是 准 遇 的 势 大 失 4 的 留 ， 设 4 的 到 是 a, 五 的 势 是 
B; 赫 末 不 等 式 


a 过 BB 或 B>a 
表示 汗 些 或 大 或 小 的 天 傈 ， 和 从 各个 定义 。 我 们 就 知道 : 
0 天 ?二 Si， 一 N.。 
无 限 集 必 会 有 可 列 无 限 集 (84 定理 1 ), 所 以 在 扰 限 集 的 势 当中 ， 
以 从 "入 最 小 。 现 在 全 明 
定理 1. 没有 最 大 的 欧 . (所 以 有 大 於 民 的 势 )、 
证 明 ”假如 定理 不 成 立 , 那 未 有 集 4, 其 萝 “是 最 大 的 . 4 的 
子 集 的 全 体 成 一 集 ,了 的 元 素 都 是 4 的 子 集 ; 记 了 的 历 篇 6, 只 
要 导出 
ac<< 有 
的 矛盾 来 就 好 了 . 明显 地 ,我 们 只 要 钉 明 cz 关 B 好 了 .假如 c= 有 8， 
那 末 , 4~ 人; 必 有 对 应 法 使 4 的 任 一 元 素 & 对 应 从 工 的 唯一 元 素 
如 ,两 关 全 
ak 如 与 aEt。 (就 是 :& 不 天 於 刀 ) 
必 有 一 个 且 只 有 一 个 成 立 。 第 一 个 并 祭 , 不 会 对 从 4 的 一 切 元 素 
2 都 成 立 : 因 篇 任 取 4 的 两 元 素 & 和 9 组 成 4 的 一 个 子 集 记 寺中 
只 有 4 和 5。 假如 第 二 关 傈 没有 成 立 的 疡 了 的 元 素 上 必 对 应 基 4 
的 一 个 元 夷 , 此 元 素 非 w 旬 b, 我 们 可 以 假定 它 是 a, 然而 , 光 是 a 
也 是 4 的 它 做 (4), (4) &T 元 来 4& 既 涤 应 於 t, 双 
对 诡 众 (@), 汪 是 不 可 能 的 于 
由 是 可 知 4 中 必 有 元 素 4 适合 於 otts, 记 这 种 a 的 全 体 做 好， 
t* 属於 了 , 4 中 必 有 元 素 % 与 蕊 对 麻 。 两 天保 
a*Et* 归 a*Et* 
必 有 一 个 且 只 有 -- 个 成 并 。 若 a*《t*, 则 由 VY 的 构成 , t* 中 的 a* 
必 满 足 
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CQk Eto#, 
日 是 to* 就 是 如, 所 以 得 着 gt 的 衙 突 、 又 假如 w < 大, 那 末 不 
属 忧 刀 的 元 素 a” 必 注 足 
a* € to*, 

因 篇 tox = 万 。 双 过 着 衢 突 a”& 4*。 路 路 都 膏 不 通 ,所 以 和 4 是 不 
存在 的 ,定理 1 由 是 八 毕 . 

季 假如 4 是 一 集 , 那 末 ,4 的 子 集 公 体 的 势 ， 大 从 4 的 驭 . 

定 闵 设 A4, B,C， .都 是 集 ; 过 些 集 所 公有 的 元 集 , 言 其 至 
体 ， 叶 信 这些 条 的 通信 ,用 号 号; 

A.B.0C... 
表示 . A “ 4, “ 4a 0 出 写作 册 4 可 列 无 限 个 集 A 
4,, 4 … 的 通 集 寅 做 
[4 或 4;. 

定 闵 届 4 的 势 是 ,了 的 势 是 B, 若 和 与 了 不 相交 ( 即 通 集 
4. 了 3 是 空 集 ) 则 定 和 集 4 十 也 的 势 篇 “十 有 ， 

从 过 个 定 闵 就 知道 两 关 傈 

«a+B=B+i+a, (cx 二 B)+7= 一 “十 (8 二 7)， 

都 成 立 .第 一 个 关 你 ,时 做 旁 的 加 法 交换 律 ;第 二 个 天 焦 叶 做 劳 的 
加 法 千 合 律 ， 

定义 将 4 的 元 素 & 和 B 的 元 素 0, 配 成 (40). “元素 对 ， 
(a,5) 的 全 体 , 称 篇 4 和 号 的 配 集 . 若 4 的 到 是 4,B 的 到 是 B， 
则 4 和 召 之 配 集 的 势 是 <.8 = xp. 

将 (64,5) 对 硒 於 (0,4)， 就 知道 4 和 B 的 配 集 儿 等 页 妃 和 4 
的 配 集 . 所 以 关於 势 的 乘法 ,交换 律 

ac'B=pB.a 

是 成 立 的 ， 车 合 律 (e8)7 = «(87 ) 和 分 配 律 
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(gt B)r=art+BPr 
的 成 并 , 依 加 法 和 乘法 的 定义 ,不 肉体 上 明 . 
例如 4 的 元 素 是 2 和 2 其 势 是 2; 昌 的 元 过 是 a,2,c, 其 势 
是 3. 4 和 B 的 配 集 的 庄 元 过 是 
(CC) (X, Db), (2 C)， 
(2 0) (2 了 0) (2 c), 
其 势 是 6 = 2 x 3。 由 是 可 知 色 的 乘法 害 闵 无 韦 认 计数 的 乘法 . 
定义 设 4 是 妆 篇 a 的 集 ,B 是 劳 篇 B 的 集 . 以 4 的 元 素 代 
B 的 一 切 元 素 , 称 所 得 的 集 篇 以 和 4 葬 BB 的 一 蓝 集 ,用 北 集 做 元 素 ， 
全 些 元 素 的 侈 部 成 一 集 , 定 间 个 集 的 茵 是 8 , 
例如 和 4 = (1,2,3), B= (a,0); 4 的 劳 足 3, B 的 势 是 2. 
以 4 黄 瑟 的 一 切 著 集 
(1,1), (1,2), (1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3, 2), 
(3, 3) ,其 芍 都 是 2， 董 集 的 数 凡 9 ,就 是 3。 和 从 过 个 例子 ,可 以 推 


站 


ap4T 一 ap . or, 
aPr = (aB), (Br)* = 8 7. 
还 些 等 式 , 都 可 和 从 定义 忠实 地 和 苹 出 . 若 8 之 7, 尘 示 
ax 十 日 >& 十 访 
«a.B>a.7.o>o .p>7’, 
这 些 都 是 容易 明白 的 关系 ， 
6. No 入 . 设 % 是 一 自然 数 , 那 未 
Qi os Cas “7, On, 1, 2,3,4,... 
是 一 可 列 无 限 集 。 由 加 法 的 定义 ,得 着 
Not n= Mo. (1) 
以 自然 数 的 焦 N: 1, 2, 3, … 落 南 向 元 素 的 集 (2, y) 得 着 种 种 的 
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白人 然 数 对 (rk, 2) , 革 些 (m,n) 的 信 苯 BB, 其 至 是 5, 但 了 是 可 列 
的 , 肪 以 得 着 如 下 的 等 式 : 


由 是 易 知 
nN8o= No= Wi= Me (n= 1,2,..), (2) 

设 2 22, … wn 都 是 有 理 数 , 固定 加 , wo, …, wr 的 顺序 称 (2 
zy, …， xm) 是 即 ( 度 ) 蕉 容 间 中 之 一 有 理 点 。 由 (2), 知 n 亲 襟 间 的 
一 切 有 理由 是 可 列 的 ， 

在 十 进位 小 数 中 , 第 ?位 以 后 的 数字 都 是 0 的 , 或 者 都 是 9 的 ， 
不 肖 有 限 个 ,它们 的 合体 记 作 4,, 和 和 集 

了 = 4do 4A- 4 十 … 寺 人 十，…， 

是 可 烈 的 . 从 一 切 小 数 的 集 除去 了 , 得 着 和 G, 2 的 元 素 都 是 扰 
限 小 数 , 它 的 有 效 数字 (就 是 不 等 於 0 的 数字 ) 的 个 数 , 不 是 有 限 
的 . 

讽 % 一 0.0mi… 和 2 = 0、b1b… 是 南 个 无 限 小 数 . 假如 

om = by ee, Op = bgs QH > Drety 

那 末 YY 二 YX， 当 册 = 0 二 … = 9 时 ,% 是 1. 

若是 2Z 的 元 素 , 那 末 ， 

0<ZX<1， 

2Z 是 一 循环 小 数 的 上 时候, 它 是 和 的 有 理 点 ,过 是 容易 明白 的 .假如 
z 是 不 循环 小 数 , 吾 人 是 x 是 Z 的 一 个 人 矮 理 点 .简称 2 篇 囊 闻 ,用 
记号 2 = (0, 1) 表示 它 ， 然 则 2Z 的 无 理 点 的 全 部 , 成 一 个 什么 势 
的 集 呢 ? 要 答 间 个 肠 题 , 先 采 

补助 定理 ”加 可 列 集 从 一 扰 限 集 ,其 私 不 杰 . 

证 明 设 “ 是 一 无 限 集 4 的 势 ,我 们 要 证 

«+ Mo=a, 
事实 上 ,由 涯 的 定理 1, 4 必 合 有 可 列 手 限 子 集 41. 设 
和 =.4 十 4 ，4， A, 一 0, 
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假如 4 的 势 是 于 末 ， 4 一 A++ B. 所 以 ,利用 (2)， 
a+ No=2No+h=N+ph=a, 

又 设 % 是 一 自然 数 , 那 未 ,利用 (1) 和 加 法 的 规律 ， 

at N= (Not+Bh)+R= (Not NR)+h= NoiBh=a, 
所 以 加 入 可 列 集 一 一 不 则 有 限 或 无 限 一 一 仍 无限 集 ， 其 细 不 炮 . 
定理 十 闪 . 

话 尺 圾 回来 , 忆 = 工 十 和 .已 知 基 的 势 是 从, 了 的 势 是 No， 
假如 和 的 势 是 <, 那 林 ,利用 和 祖 助 定理 ,从 

a 三 No 一 N 

得 着 a = 六, 换 句 话 膏 , 原 旧 (0, 1) 中 扰 理 点 的 全 体 ( 是 不 可 列 的 ) 
其 势 是 从 

设 % 和 mm 是 十 个 整数 , x 和 2 是 两 侦 无 限 小 数 . 融 

=N+tw ,b=m++y,ab, 


合 z2 二 yy 之 6 


的 一 切 攻 下 的 点 成一 装 席 所 以 任何 民间 中 的 点 的 全 隐 ， 其 势 


是 全。 但 是 有 理 本 的 集 是 可 烈 的 ,所 以 任何 区 测 中 的 无 理 数 的 全 


一 YY . 
1—iyl’ 


® so 0 1 * 。 


急 理 数 未 必 是 代数 数 ， 因 乱 代数 数 的 双 钵 是 可 列 的 ， 抱 理 数 的 
全 体 是 不 可 列 的 。 无 理 数 不 是 代数 数 的 上 时候 ,是 它 做 超越 数 。 由 
是 知道 : 

超越 数 的 全 体 具 爱 粮 点 集 的 势 ， 


和 


数 尝 发 展 到 十 妃 世 各 的 初 于 ,还 阁 有 明确 超 趣 数 的 存在 ,1844 
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年 ,法 人 刘 维 泵 1 才 发 得 超越 数 是 存在 的 。 殊不知 三 十 年 熏 , 康 和 妥 
发 表 超越 数 是 多 得 出 厅 ,其 仅 是 愉 。 
称 [4, 8] 为 一 闭 区 间 ; 称 适 合 于 a 二 * < 的 一 切 2 的 集 篇 开 

区 竟 , 它 的 记号 是 (4, 3). 又 记号 [a,5) 积 (a, 2] 分 别 表 示 适 合 
orb 和 oYyAb 

的 z 合体 和 Y 全 体 , 都 称 任 生 于 区 间 。， 菊 集 
[a, 51, fa, 8), (a, 61, (a, 6b) 

的 压 都 是 从 ,所 以 从 

[0, 1%] = [0,1) + Ef1,2) + [2,3)+ -+ [7 1,%] 


得 

nm = SN, (2 =1,2,3,.…). (3) 
到 和 从 [0, eco] = [0， 1) 十 和 ,2) 十 … 
得 (4) 
从 (47 和 (2) 得 Di 

NR = MN, (n=1,2,3,..), (5) 


正方 形 0< 二 + 之 1,0 < 之 y 之 1 中 点 (2%,y) 的 集 ,其 势 筷 何 ? 要 
解决 导 个 并 题 ,以 十 淮 法 无 限 小 数 ” 表示 正方 形 的 任 一 点 (X,Y ) 的 
Z 和 2: 

t= 0. a a , 
y = 0. b 0 ba.…. 
使 小 数 z = 0. a po by qs bs… 对 应 於 (z, y)， 那 末 , 正 方形 的 点 
集 和 区 闻 (0, 1) 成 了 一 一 对 应 .所 以 正方 形 的 点 焦 , 其 势 是 六 。 
王 面 .上 的 点 的 全 钵 ,可 以 看 做 可 列 扰 限 个 正方 形 
mTLMmM+1, NYTLN+1, 
(7 人 一 0, 士 , 士 2，-…) 


1) 型 维尔 (J. Liouville》(1809 一 1882)， 是 和 介 闪 法 网 就学 家 识 训 “Journal 
de Mathematiques” 的, 瑰 在 往往 简 和 这 个 订 哉 是 白 维 鲜 期 刊 . 
2) 例如 以 0.82999… 代 蔡 0.83 等 等 ,可 使 % 和 都 炙 成 器 正 的 德 巾 个 数 。 
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所 组 成 故 由 人 0: 仿 = 偏 , 知 : 
本 而 上 点 的 全 点 ,其 芝 是 代 ， 
但 是 生 个 平面 点 集 , 也 可 以 看 做 ( 一 co, co ) 蕾 (z, Y) 的 瘟 集 
全 体 , 所 以 得 着 从 : = 闪 . 因 之 
SN” = NBN, (n= 1,2,..)., (6) 
党 zi Xo，…, vr 都 是 有 理 数 或 无 理 数 时 , 称 (mm Xo…, Xn) 篇 
n 维 空间 中 之 一 点 ; x, 是 过 个 点 的 第 > 坐标 .从 (6) 知 ; 
7 类 空间 中 的 点 (m1. …，zn) ,其 他 条 成-- 芝 入 NN 的 集 . 
乘 2 具有 怎样 的 厚 ? 设 4 是 由 “保留 ?和 “除去 ”两 种 手 厢 
所 成 的 集 , 4 的 势 是 2, 以 4 萃 自然 数 集 
N:1,2,3, 
得 着 种 种 自然 数 的 集 , 都 是 入 的 子 集 。 以 演 些 子 集 做 元 索 , 其 全 
体 成 一 集 8, B 的 势 是 2%。, 现 在 性 有 明 
2% 一 六 . 
设 4 ~4, 4* 的 元 素 是 0 和 1, 以 4* 蕾 N ,得 著 集 
C1 O02, (ss «es 
其 中 的 an 或 是 0 或 是 1。 由 是 作成 级 数 


hm 


得 些 极 数 的 全 体 , 成 一 势 是 2% 的 集 S,S 中 任 一 元 素 是 区 间 [0,1] 
中 的 一 数 ， 的 [0, 1] 中 的 任 一 数 x， 必 可 写成 上 记 形 式 
的 级 数 : 因 篇 当 +>3 上 时, a 篇 1; 若 不 然 , 央 ww 等 於 0; 双 0 0， 


都 可 依 此 法 顺 丈 决定 [0, 1] 的 势 是 闪 ,所 以 呈 的 势 是 从， 就 
是 说 : 2% 等 於 只 ,由 势 的 指数 律 和 No 的 性 质 ， 
28o 一 2NoNo 一 《28o) Na 一 人 so 
故 得 
N = an = Na (7) 
设 是 大 於 3 的 一 个 自然 数 , 那 末 
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28o < Hp < MN Mm, 
由 (7), 上 式 两 端 都 等 於 Nu 所 以 
jse 一 从 io 一 人 (k=2,3,4,...). (8) 
设 2 7o … 都 是 ( 一 00, oo) 中 的 数 , 称 
(TX1 Ka, Zs, ) 
是 一 可 列 无 限 雁 空间 中 的 一 点 ,过 个 空间 就 是 证 些 点 的 全 体 .。 由 
(7), 可 列 乱 限 礁 空间 所 成 的 点 集 , 其 芝 是 全. 
以 至 区 间 ( 一 co, co) 蓝 区 闻 (a D): a 过 ww 过 5, 得 种 各 的 蓝 
集 . 任 一 瘟 集 叫做 区 问 (o,2) 上 所 定义 的 一 个 实 画 数 ,过 些 画 数 的 
全 体 的 菇 是 As, 过 个 锣 是 大 於 从 的 .和 锛 什 么 昵 ? 
信 浊 [0, 1] 是 一 点 集 . 各 个 点 集 的 子 集 , 可 以 看 做 用 “ 取 ” 和 
“去 "两 种 手续 昔 [0, 1] 而 得 的 ,所 以 过 些 子 集 全 体 的 势 是 28。 由 
8$5 中 定理 1 的 系 ， 


25 > N. 
由 (7) 和 指数 律 ， BY = (230)% 一 2808 二 2%。 所 以 
N* > 8%. (9) 
供 则 有 旁 大 大 从 而 小 於 8* 的 厄 ? 六 有 更 局 No 篇 之 间 的 


a 
ee 


0 »* 。 


有 些 命题 ,如 果 不 用 过 个 候 避 , 涯 直 有 束手无策 的 赛 让 

7. 专 的 比较 要 上 比 劳 的 大 小 , 先 落 

讲 斯 坦 的 定理 ” 设 有 4, B 南 集 , 4 对 等 伶 B 的 某 一 子 集 ,B 
也 涤 等 从 4 的 某 一 子 集 , 那 末 和 4 与 B 湖 等. 

证 明 惟 B~41c 4,4~ BSB. 假如 

4 =4 或 是 Bl=B， 
那 末 ,定理 无 待 医 明 .所 以 在 
1) 到 斯 坦 (F。Bernstein) 是 德国 的 数学 家 . 
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B~AICA,A~BcB 
的 假设 下 ,区 有 明 4 一 了 好 了 。B8 了 弃 肉 4, 对 等 , B 的 贯 于 集 Bl 必 
与 4: 的 一 鞭子 集 4 对 等 ,所 以 
4~4cC4C4， (1) 
由 是 潮 出 4 一 4: 好 了 . 4 谣 与 42 尘 等 , 4 的 扶 子 集 41 必 答 A4， 
的 一 黄村 集 4s 对 等 ,所 以 
Al~ As CC A A, (2) 
上 面 从 (1) 洲 出 (2), 所 以 从 (2) 可 得 42~4A4 CC 4;C 4,。 顺 次 进 
行 , 得 着 
A= A.D A A, Do， 
设 4o, 41, 4,,… 的 通 集 是 DD, 那 未 ， 
和 4=D+(40 一 4) 十 (4 一 4,) 十 ….- (3) 
篇 什 麻 呢 ? 4 中 的 元 素 a, 若是 不 在 D 中, 那 林 , 4 不 篇 一 切 4x 
(k=0,1,2,… ) 所 共有 ,所 以 一 定 有 最 初 的 A 不合 有 4。， 就 是 说 
0E4 ac4 .rs EAp1, OE AL. 
因 之 wk 4 二 -一 4 自然 (3) 的 右 方 的 和 集 是 含 在 4 中 的 ,所 以 (3) 
是 乡 的 。 
和 和 集 了 十 也 (4 一 4:) 的 任何 两 项 的 通 集 是 空 的 : 因 篇 
pi 一 4 不 舍 4x 的 元 素 , 而 DD 的 元 素 必 属於 4 所 以 
已 . (4 一 4 一 0 (k=1,2,.…). (i) 
双 i 一 4k 不合 44 的 元 素 ，4x 一 和 kt 光 是 含有 4x 的 元 素 ， 
所 以 (A 一 A)，(44 一 Atpn) = 0, 由 是 注意 4 > 4x4b 得 着 
(Ap— Apn) (Arp' — Apnm) = 0 (kK). (ii) 
由 (i 和 (ii), 知 所 让 的 事情 是 对 的 ， 
同样 可 以 从 明 下 记 的 第 一 等 式 ， 等 式 右 导 的 任何 南 项 无 公共 
元 集 : 
Al=D" 十 (4 一 4a) 十 (4 一 4a) 十 (4 一 40) 上 二 (44 一 4 十 …， 


Ap ~ 人 (1 = 0, 1，…)。 


40= 站 十 (4 一 4 十 (4 一 4 十 (4 一 4 十 (4s 一 合十。 
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如 直线 所 示 : 也 一 站 ,4 一 44 一 4 4 一 4 一 4 一 A 
从 此 可 以 明白 4 ~ 41。. 全 就 是 膏 : 4 ~~ B。 辟 阴 完 洗 。 

两 集 4,B 唱 的 天 俊 , 不 出 下 列 互 相 排斥 的 四 种 情形 之 一 : 

(1) 4 尖 等 的 了 之 一 子 集 , B 也 对 等 人 於 4 之 一 子 集 ， 

(2) 4 洛 於 之 一 子 集 , 如 不 对 等 臣 4 的 任何 子 集 . 

(3) 4 不 对 等 於 召 的 任何 子 集 , B 对 等 办 和 4 之 一 子 集 . 

(4) 4 不 对 等 奏 B 的 任何 子 集 ,8 也 不 潮 答 从 4 的 任何 子 集 . 

设 4,B 的 疤 是 a, 8。 由 褒 斯 坦 定理 , 党 

(1) 成 立时 , & = B; 

(2) 成 立时 ,由 定义 << 8， 

(3) 成 立 娃 ,由 定义 cc 之 有 ; 

(4) 成 立时 ,三 个 关 傈 < = B, a 过 6, ca > 8 都 不 成 立 .假如 
璀 集 4,B 中 有 一 个 是 有 限 集 , 那 示 自然 (4) 不 会 发 生 ， 假如 十 者 
都 是 扰 限 集 , 那 末 无 法 知 (4) 决 定 地 不 发 生 , 此 时 无 法 “ 比 劳 "一 一 
比较 两 集 的 势 . 

假如 a, B,7 都 是 募 ; 那 末 ， 

a 之 BbB; BP< 过 7 合 有 a<7; 
“二 B, a 之 B 含有 4a= BB. 

下 雪 对 於 (4) 的 情况 ,我 们 将 深入 探讨 。 现 在 先 讨 有 序 集 的 性 
质 以 作 兴 人 备 。 

8. 有 序 集 序 相 有 理 数 7,7,,… 的 全 体 屎 是 可 烈 的 。 . 

BR: 7 72 ya 
雨 有 理 数 之 间 , 必 有 其 它 的 有 理 数 ;所 以 两 有 理 数 间 有 无 数 的 有 理 
数 ， 因 之 上 述 的 加, ”2 ga 快 非 顺 大 小 的 次 序 排列 的 。 依 大 小 
的 顺序 排列 中 一 切 有 于 玫 是 不 可能 的 事 ， 自然 数 的 集 , 寅 成 
N: 1, 2, 3, 
的 时 候 , 有 “小 者 居 左 ”的 顺序 。 所 以 和 入, 睦 然 对 等 ; 假如 加 入 
大 小 的 顺序 概念 於 其 轿 , 那 未 N 和 乓 就 有 差别 了 
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顺序 的 概念 ,可 以 抽象 地 来 定义 它 : 设 4 是- - 集 ,% 和 5 是 4 
的 任意 两 元 素 . 将 於 w 和 0 有 -~ 种 关 人 “< “可 设 : 
4< 或 是 b<a 
责 者 有 一 个 且 只 有 一 个 成 立 ,所 以 此 天 傈 具有 非 对 称 性 ， 又 假定 . 
此 中 你 有 便 授 性 : 
wx<b 和 D<c 合 有 a<c. 

壮 种 集 4 叫做 有 序 集 。 娘 括 地 说; 对 认 4 存 在 着 一 个 天保 ,此 天 作 
具有 传授 性 和 非 对 种 性 ,而 且 是 4 的 任何 未 元 迷 所 公有 的 时 候 , 4 
是 一 有 序 集 . 

天 傈 a < 可 芒 做 “a 在 0 和 后 ?或 “2 在 4 前 "在 50 前 时 ,& 不 
在 总 和 后 , 估 就 是 非 对 称 . 4 在 0 前 , 双 D 在 e 前 的 时 候 , ac 必 在 
前 ;让 就 是 传 表 性 ， 

和 从 同一 集 , 可 得 种 种 不 同 的 有 序 集 . 例如 

一 3 一 2 一 1 01，2，3,… 

和 0, 1, 一 1,2, 一 2,3, 一 3,… 是 相 导 两 有 序 集 . 相同 两 有 序 
集 , 不 但 两 集 所 舍 的 元 素 相 同 ,任何 两 匹 素 间 的 坡 傈 在 两 集中 也 须 
相同 。 

就 是 衣 , 顺序 不 相同 的 两 集 , 是 相爱 的 南 有 序 集 . 

发 4~B,4 和 了 都 是 有 序 集 . 4 中 元 素 a,a' 顺 次 对 应 於 
B 的 元 素 9, b'. 假如 

a<a 和 5<b' 

都 成 立 , 蓄 且 常 成 立 ( 就 是 对 雁 任 何 4,4',b8,8' 成 立 ); 那 未 说 4 和 
B 成 相似 对 磨 ，4 和 是 相似 的 二 有 序 集 ,记号 是 


定义 ” 称 相 似 的 两 有 序 集 , 有 同一 序 相 . 计数 相同 的 两 有 限 
有 序 焦 ,用 它们 的 计数 做 它们 的 序 相 . 

所 以 每 一 自然 数 %, 具有 十 种 意义 : 一 是 计数 , 记 集 中 所 合 元 
素 的 个 数 ; 一 是 序 相 , 记 有 序 集 的 最 后 元 素 , 着 就 是 末尾 元 素 的 号 
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码 . 对 於 自然 数 的 有 序 集 “ 
N: 1,2,3,.., 7，… 
用" 小 者 因 左 "做 顺 席 的 蛙 候 , 记 它 的 序 相 是 . 逆 其 顺序 (小 者 居 
右 ) ,又 得 一 有 序 集 : 
Ne 3 2,1, 
用 ww” 表示 它 的 序 相 . 
有 序 集 4 具有 元 素 a 居 其 他 一 切 元 素 之 后 的 话 , 称 4 是 4 的 
首 元 素 . 序 相 乱 w 的 集 次 有 首 元 素 . 叉车 有 了 友 集 B 有 元 素 5 居 
其 他 一 切 元 素 之 前 , 称 5 是 妃 的 未 元 素 。 序 相 乱 o” 的 集 必 有 末 元 
素 . 入 有 首 元 素 而 无 末 元 素 , NN“ 有 末 元 素 而 继 首 元 素 , 所 以 N 和 
N* 不 相位 , 因 之 % 和 ow* 不 相同 ,用 记号 
Vw" 


表示 它 . 

定义 ”从 有 序 集 和 4 和 BB, 作 另 一 有 序 集 4 十 B: 使 4 的 任 一 
元 素 居 也 的 任 一 元 素 之 后 ,4 中 元 素 的 顺序 和 B 中 元 素 的 顺序 不 
炙 , 假 如 4,B 的 序 相 是 x, y, 那 末 定 4 十 如 的 序 相 是 XY 十 y， 


”有 序 集 1, 2, 3, …, 0 具有 首 元 素 1。 示 元素 0 序 相 是 w 十 1. 
序 祖 是 。 的 集 ， 三 无 未 元 素 ,所 以 
十 天。 
有 序 集 0, 1, 2, 3, … 的 序 相 是 @ 也 是 1 十 we， 所 以 
1 十 中 一 由 


同样 可 知 @ 十 %Xw,R+tw=w(%n=1,2,3,..), 
oh=o 2 十 oo ., 
有 序 集 " 3， 一 2， 一 1， 0， 工 ， 2， 3，… 的 序 相 是 w* 十 wo, 它 这 
有 次 元 素 , 也 没有 未 元 素 . 但 是 有 序 集 
1, 2,3,.… ,一 3, 一 2, 一 1] 
具有 首 元 素 1 和 末 元 素 一 1, 序 相 是 @ 十 吧 。 折 以 
wo 二 ww 十 wr"*., 
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一 般 地 说 序 相 的 加 法 是 不 服从 交换 律 的 。 然而 对 撩 序 相 的 加 法 ， 
圭 合 律 


(2 十 3) 十 2 一 & 十 (2 十 2) 
是 成 工 的 . 
有 理 数 的 全 体 ， 以 其 自然 顺序 
序 ,成 一 有 序 集 ER, 记 民 的 序 相 篇 7. 
设 a, b,c 都 是 有 序 集 4 的 元 素 , 当 % 5,5 Cc 上 时, 称 5 在 
2 与 < 之 并。 
和 如 人 是 一 无 首 元 素 和 未 元 素 的 可 列 有 序 集 . 假如 4 的 


+ 0+ + + 


小 者 居 左 的 顺序 一 一 做 顺 


站 


“给 和 4 都 是 可 列 集 ;它们 的 一 切 元 过 可 以 高 成 伍 烈 如 


BR: TT2, Ts, …， 
A: 0 0o, 03, "i, 
现在 用 下 法 将 RR 相似 对 应 於 4 的 有 序 子 集 4*。 先 将 多 对 
应 图 m。 假 如 玉 中 的 1% 个 元 素 
Rn: To, Tas, 00, Th 
已 权 顺 次 对 话 於 4 的 元 素 
Ai: 00 = 0 Ops 7 Wy 
卷 示 ,7nt 的 对 麻 元 来 ,用 下 法 决定 它 。 海中 的 元 过 用 “小 者 居 
左 ” 的 方法 列 成 
万 < 7 < … 人 Fn，《 此 地 的 人 < 即 过 )， 
那 未 "+: 适合 下 训 三 并 祭 
(DD ran, (Hi)F, < Tan (i) Fn < Tn 
之 一 . 将 44# 排 成 4 中 的 顺序 : 0 < 6 迟 … < 5. 假如 (让) 成立 ， 
那 未 ， 和 发 送 合 於 史 < 现 的 > 中 , 其 景 小 的 是 vnn， 以 0 做 
7a+l 的 对 座 元 素 . 假如 (ii) 成 立 , 那 末 ,共通 合 元 < < ti 的 
中 , 取 其 添 数 " 最 小 的 , 记 做 (7nyi 的 对 应 元 素 ) w+。 同样 (这 i 成 


第 一 章 ” 集 的 一 般 概念 21 


立 的话 ,用 此 法 得 唯一 的 ww,nm .上述 的 ww, 必然 存在 ; 因 乱 4 无 首 
元 素 ， 无 末 元 素 ,， 且 任何 两 元 素 乙 间 ， 必 有 其 它 元 素 的 娃 故 . 如 
是 ,由 数学 归 缚 法 , R 中 的 任 一 元 素 ”> 对 有 麻 从 4 的 一 元 素 ww。 十 
些 0 的 全 体 , 成 4 的 一 子 集 4 , 它 的 元 素 是 
Oy Os Oss 

保留 4 中 上 硕 序 本 4*, 4* 是 4 的 有 序 子 集 。 由 4* 的 作法 , 知 妇 4* 
与 玉 相 似 、 性 明 4* 就 是 4 好 了 . 因 有 A4* 篇 4 的 子 集 , 订 阴 4 的 
一 切 元 素 都 在 4” 中 好 了 . 

更 在 用 数学 锯 纳 法 胶 朋 一 切 Os 都 属於 A*. oa 就 是 4,,， 所 以 
mt 4 .和 从 假设 

ME A*, ao €E A*,..., On EA* . 
注 出 ann € A*, 就 好 了 。 7% 个 元 案 0, 0 ,an 的 形式 旋 然 都 是 
wo 所 以 取 人 是 够 的 大 ,它们 (就 是 02,…, an) 和 都 在 
A 0 Oss sa 

的 让 面 了 . 屋 各 些 人 个 元 素 的 顺序 是 到 < G2 你 … < 4;。 假如 
bn 也 在 44; 中 , 那 示 没有 事情 可 以 发 明了 。 假如 不 然 ,下 面 的 三 
个 天 傈 . 

(i) Ann < 页 ，( 这 ) od < ao < dn (ii) Ca < anH。 
必 有 一 个 成 立 , 自然 , 1 委 "<)。 

对应 於 4 中 元 素 的 有 理 数 全 部 是 玉 :， 将 及 中 元 素 烈 成 自 
然 顺序 

FF TF. 
适 磨 礁 (),( 幸 ),( 才 (其 中 只 有 一 个 成 立 ) ,考察 三 个 天 你 
(Dr 2 RT 3) 7 rp 
的 一 个 . 通 合 过 一 个 关 傈 的 各 (4 >>4), 自然 有 和 扰 数 ， 设 其 最 小 
添 数 & 是 5, a,, 是 对 应 於 rs 的 元 素 是 属於 4 ”的 . 所 以 征明 
v=% 二 +1 

就 好 了 。8 个 有 理 数 
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Fy Ta Tay es Ts es Ts 

中 的 最 初 * 个 对 应 元 素 的 全 体 是 A%, 4 含有 
oo， Cn, 

双 因 $ 是 最 小 的 ,所 以 7x4474t2… 7s 都 不 适合 (i),(ii),(iii)， 

中 实际 所 要 的 一 个 天 保 , 党 个 关公 篇 7 所 满足 ,而 对 应 认 过 个 天 

傈 的 (i), (ii)，(iiy) 中 的 一 个 关 傈 得 w+ 所 满足 , 政 且 % 十 1 是 

最 小 的 添 数 ,所 以 wn+ 对 应 从 7,, 1% 十 1 等 礁 v,:。 定理 屋 明 完 时 . 

用 序 相 的 理 葵 ,研讨 势 的 大 小 , 簿 要 先 谨 特 种 的 序 相 。 

9. 页 序 集 ” 任 一 子 集 ( 保 留 其 元 素 间 的 顺序 ) 都 有 首 元 素 的 有 
序 集 , 称 篇 良 序 集 . 例如 自然 数 集 

N:1,3,3,…。 
以 其 自然 顺序 做 顺序 时 ,成 一 良 序 集 . 良 序 集 的 子 集 岂 是 良 序 集 . 

设 4 是 一 良 序 集 , a《 4, 在 4 的 前 面 还 有 4 的 元 束 蛙 , 遭 些 
元 素 的 全 体 是 4 的 一 个 有 序 于 集 ; 于 个 子 集 有 首 元 素 “ , 称 w 适 
在 4 前 。 双 改 4C4,， 在 4 的 一 切 元 素 之 前 和 价 有 4 的 元 过 上 时， 
过 些 元 素 中 , 必 有 首 元 素 , 称 此 首 元 素 篇 通 居 4 前 的 元 素 . 发 &E 
《4, 居 4 和 后 的 4 中 一 切 元 素 所 成 之 有 序 集 4。, 称 得 由 元 素 4 所 
截 成 之 一 和 节 , 而 4 不 在 A 中. a 篇 首 元 素 蛙 ，4。 是 空 集 。 

定理 1， 良 序 集 与 其 任何 一 节 , 决 不 相似 . 

证 明 ”假如 良 序 集 4 和 伍 其 一 节 4。 相似 , 那 末 , 4 的 元 素 w 针 
应 於 4。 的 元 素 w 4 的 元 素 硅 周 於 4。 的 元 素 ，4 的 元 素 
0 对 应 於 4 的 元 素 os.…。 征 些 元 素 的 顺序 是 

"<ada<a@<am<u 
进 些 元 于 0, ,aq m,，… 必 和 无 首 元 素 .。 假如 它们 有 首 元 素 a*， 


外 * 2 Br Qi 
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那 未 , 4 的 a" 应 该 对 麻 於 居 0” 后 的 某 元 这 , 但 是 ”的 和 后面, 臣 
没有 元 过 ,所 以 全 是 不 会 有 的 事 , 由 是 可 知 和 不 能 与 As 相似 ， 
系 和 良 序 集 的 任何 南 节 决 不 相似 ， 


.00 


定理 2。 假如 良 序 集 4 和 它 的 一 个 于 集 41 相似, 4 中 的 

” 因 廉 从 4 中 的 如 的话 ,着 可 必 不 居 a 之 熏 ， 

证 明 ”假如 定理 不 成 立 : a < 4， 那 末 4 的 w 对 内 大 4 的 

oo, < 内。 由 是 得 到 

“Xm<a<axu. 

这些 元 素 w 的 全 体 ,和 无 首 元 素 , 有 背 礁 4 的 良 序 性 . 定理 尽 蛙 . 
定理 3， 设 4 和 B 是 南 个 良 序 集 ， 有 
县 只 能 有 一 种 实现 : 


se 


ee 


相似 . 
证 明 和 和 8B 之 向 的 天 你 不 出 下 面 四 种 情形 ， 这 些 情 形 是 本 


十 互相 排斥 的 . 

(i) 4 的 任 一 季 和 与 B 的 一 饰 相似, B 的 任 一 凶 也 与 4 的 一 节 
相似 、 . ;} 

(站 ) 4 的 任 一 节 奥 B 的 一 凶 术 似 ，B 有 一 凶 不 与 4 的 任何 

季 相 似 . 

(iii) 4 有 一 节 不 与 召 的 任何 节 相 似 ， 召 的 任 一 节 必 与 4 的 
一 节 相 似 . 

(vi) 4 有 一 季 不 与 已 的 任何 节 相 似 ， 已 有 一 节 不 与 生 的 任 
何 节 相似 . 


假如 (i) 成 立 , 那 末 独 状 4 的 任 一 元 素 &,B 必 有 元 素 ! 适合 
类 
A, ~ B, 
籽 种 5 不 能 有 两 个 {定理 1 的 系 )。 将 4 与 日 交换 ,此 理 蕊 成 立 . 
如 是 , 任 一 4 闹 砍 於 唯一 的 0, 任 一 2 攻 诡 於 叭 一 的 ,所 以 
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4 一 五 . 
总 "和 w 是 4 的 任意 两 元 素 ， 它 们 分 别 对 应 从 中 中 的 元 素 上 和 
0", 假如 w 在 4 之 前 , 那 末 5' 必 在 8 之 前 . 篇 什 雄 呢 ? 假如 5' 在 
4 之 后， 


那 未 从 4w 之 Bs，Ahw' 中 的 0 必 半 麻 於 Bo' 中 给 一 的 元 素 5"， 划 
且 
b”"<b’'<b, A,~~ Bs', 
然而 4。 之 Bs, 故 Bs 守 Bs. 证 是 不 可 能 的 事 ( 定 理 1)。 所 以 (i) 
成 立 的 时候 ,4 必 和 与 相似 . 
假如 (这 ) 成 立 , 那 未 有 Bs 不 与 4 的 任何 一 节 相 似 。 设 此 种 5 
的 首 元 素 是 bo, 那 末 , B 的 元 素 5', 5” 适合 
p<b<b’" 
时 ，Bv 可 与 4 的 一 季 相 似 ， 而 Bo" 和 Be 不 与 4 的 任何 一 节 相 
似 ， 又 4 的 任何 一 包 4s 必 奥 B 的 一 饰 Bs 相似 ,此 5 必 居 bo 的 
后 ,由 (i), 知 首 
AB,.. 
假如 (证) 成 立 , 则 与 (二 ) 同 样 , 知 有 om 适合 内 4 宕 B. 
(iv) 是 不 会 实现 的 :假如 (iv) 成 立 ， 那 未 和 不 与 4 的 任何 一 
节 相 似 的 B6, 也 有 不 和 与 B 的 任何 一 凶 相 似 的 4。。 此 种 a 有 首 元 
素 ao, 此 种 5 有 首 元 素 bo; 而 4s。 和 Bo, 不 会 合生 过 种 元 素 ,由 (i， 
必须 
A > Bo, 
过 个 关 傈 不 与 os 和 b 的 意义 相 容 ， 所 以 (iv) 是 不 会 发 生 的 。 种 
明 完 插 . 
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定 闵 稀 良 序 集 的 序 相 篇 序数 . 设 x,y 是 良 序 集 4,B 的 序 
数 , 当 

(i) 4 人 838 村, 定 2 一 3 

(ii) 4 信访 了 时 , 定 2< 2/i; 

(iii) 4。 之 BB 时, 定 X 之 yy. 

由 定义 (二 ) 和 (ii)。 知道 z 二 y 和 Y > ?的 意 议 相同 有限 
有 序 集 必 是 良 序 集 , 它 的 序数 就 是 自然 数 . 空 集 的 序数 是 0 . 短 
限 良 序 集 的 序数 , 称 篇 超 限 序 数 ,w 是 一 超 限 序数 。 超 限 序 数 简称 
需 超 限 数 ,由 定义 和 定理 3 得 下 壕 的 

定理 4. 设 > 和 y 是 两 个 序数 ， 那 未 三 个 天 你 


* 0 0 + 0 » * 


ee 


定理 5. 订 下 语 大 仆 有 请 通 了 2<y 和 2<<z 含 有 2 二 2z. 
上 妈 已 言 芝 的 比较 ,是 不 容易 说 的 ， 但 是 
定理 6。 两 自序 集 的 萝 , 是 可 以 比较 的 ， 
证 明 设 A4,B 是 雨 良 序 集 ; a, 8 是 它们 的 势 ; 2, Y 是 它们 
的 序数 . 
车 = Y, 那 未 , 4 之 B8, 所 以 a = 有 
车 XY 过 yy, 那 未 , 4 之 B。cB, 此 时 a 过 BB. 
车 + 这 yy, 那 未 有 A4。CA 有 4, 全 B, 此 时 a 完 B。 
乘 若 4 过 B, 则 必 z < 之 y. 
例如 1l1<2<3<" <a<m< 《an 
成 一 可 列 良 序 集 , 序 数 是 ww 十 %， 由 定 狗 ， 
Wow+1l<<Lo+ 2 VN, 
所 以 同 势 的 良 序 集 , 它 们 的 序数 未 必 相 等 。 
10， 超 限 数 ” 超 限 明和 纳 法 ”下文 说 “序数 的 集 ”, 指 的 是 以 序 
数 篇 元 素 的 有 序 集 , 它 的 顺序 是 小 者 居 左 的 ,就 是 说 : 以 自然 顺序 
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做 顺序 的 有 序 集 . 

定理 1。 设 x 是 一 序数 , 全 是 小 於 2 的 一 切 序数 所 成 的 集 . 
那 术 , 是 一 良 序 集 , 它 的 序数 星 ， 

证 明 设 4 是 以 % 做 序数 的 一 个 良 序 集 , 种 明生 与 4 相位 
好 了 . 发 & 是 4 的 一 个 元 素 , 那 末 hs 的 序数 y 小 於 2; 因 之 y 属 
慌 苹 。 令 以 yy 对 应 於 a， 

假如 y 《XX, 那 未 ,yy 二 %。 由於 2 是 4 的 序数 ,所 以 序数 篇 9 
的 良 序 集 必 与 4 的 一 节 4。 相似 ;此 种 元 素 w 不 会 有 雨 个 ,所 以 4 
与 站 相似 。 定理 束 明 完 蛙 . 

定理 2. 对 於 任 一 - 序数 2 , 必 有 适 在 省 前 的 序数 ， 让 序数 就 是 
xX++1. 

证 明 发 所 是 小 蕉 2 的 一 切 序 数 的 集 ,添加 2 於 瑟 之 前 . 成 
序数 篇 x 十 1 的 集 有 X* ,得 是 定理 1 的 车 果 。 因 X$ 就 是 耻 , 所 以 
XC 过 XTX 十 1, 

设 y 之 7X 十 1, 那 末 苹 * 必 有 序数 是 y 的 一 季 芋 ;。 假如 宇 $ 
是 开 , 那 末 2 等 扒 2， 假 如 不 然 , 那 末 有 一 定 是 总 的 一 节 , 此 时 
y 二 x。 忽而 车 之 : y< 2 十 1。 所 以 2 和 2 + 1 之 间 , 必 扰 序 数 
介 在 其 间 .， 就 是 评 : xX 十 1 是 通 在 2 前 的 序数 . 

定理 3， 任 一 序数 集 , 必 有 有 乔 在 其 前 的 一 个 序数 . 

证 明 设 了 是 序数 的 集 ，y 是 了 的 一 序数 , (y) 是 小 於 yy 之 
一 切 序数 的 集 。 和 集 

及 = > (y) 


是 一 良 序 集 ,篇 什么 呢 ? 假如 六 有 一 个 没有 首 元 素 的 子 集 征 *, 那 
末 从 X* 任 取 一 数 y， 通 集 (y) . X* 也 不 会 有 首 元 素 ; 因 之 (y) 
没有 首 元 素 . 此 粘 果 和 与 定理 1 不 相 容 . 

和 弃 然 是 一 良 序 集 , 它 有 序数 7。 设 y* EX, 那 末了 中 有 Y 
适合 


y* €(y) SX. 
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然 由 定理 1, 2 是 (27) 的 序数 ,所 以 办 < 全 X*+， 就 是 膏 : 了 中 任 
一 序数 大 小 於 < 

其 次 我 们 妖 明 : z 二 2 的话, 了 中 必 有 2 大 钛 或 等 施 3. 公 2 
不 然 , 郁 未 对 中 任何 Y 都 小 套 z. 因此 孚 的 任 一 季 相 似 於 (2) 的 某 
环节. 由 是 得 着 矛盾 zx<z. 所 以 序数 适 在 了 之前, 定理 玉生 . 

从 定理 3 的 杂 朋 , 我 们 知道 了 是 总 的 子 集 ; 忒 是 良 序 集 , 所 
以 了 也 是 良 序 集 . 证 就 是 证 明 

定理 4.。 序数 的 集 , 一 定 是 良 序 集 . 


定理 5。 和 良 序 集 的 序数 必 不 小 於 它 的 任 一 于 集 的 序数 . 
证 明 避 4 是 一 良 序 集 , 4* C 4, 4 和 4* 的 序数 分 别 是 2 
和 z*. 
现在 要 苯 x* 之 +。 由 定理 1, 不 妨 假 设 4 是 (>). 假如 2* > 
> z, 那 未 z 必 在 (z*) 之 中 ; 因 之 (z) 是 (z*) 的 一 节 (z* )z。 现在 
= (x*)s 的 子 集 4* 与 (z 纪 相似 , 由 还 个 相似 天 傈 ,后 者 的 一 个 
元 素 z 映照 类 前 者 的 一 个 元 素 zx*。 由 89 的 定理 3,z'  z, 过 是 
不 可 能 的 事 . 广 上 明 完 
一 切 有 限 序数 所 成 的 有 序 集 
(wo): 0,1,2,3,.. 
它 的 序数 是 w,o 是 适 在 一 切 有 限 序 数 前 的 序数 , 是 最 小 的 超 限 序 
数 (定理 1) 。 由 定理 2. 
(oO ,2): 四 十 1,o 十 2,w 十 3 … 
\ 是 一 烈 顺 灵 前 进 的 序数 。 迁 在 (o,2) 之 前 的 序数 , 由 定理 2, 是 存 
在 的 , 记 此 序数 篇 。. 2, 适 在 诸 序 数 
四 一 1323， 3,.,0* Nh, 
之 前 的 序数 , 记 它 做 四。 同样 我 们 来 定义 序数 we, of,…. 又 屋 ， 
a,… 都 是 自然 数 或 0, 那 末 当 是 一 自然 数 尘 ， 
wre 二 op。 的 十 … 十 口 ,0Qp 十 Op 


也 是 一 个 序数 , 在 过 些 序数 之 前 , 有 一 序数 (最 小 的 ) 。"。 刀 过 些 


,本 


28 神 离 数 座 


一 切 序数 的 集 篇 色 ， 
假如 (xX) 没 有 最 大 的 序数 , 叫 x 做 概 限 序数 ， 当 天 0 时 ， 
具有 形式 


00 十 op .0 十 … 十 四 .wii 

的 序数 ,部 是 入 了 序数 . 假如 序数 不 不 是 称 限 序数 , 那 示 XY 一 1 也 
是 序数 ;就 是 说 :对 於 非 极限 序数 必 有 适 在 其 后 的 序数 . 
利用 超 限 数 ， a 精 法 ， 


盾 : 

(i) 当 序 数 w。 时 , 4 是 其 理 ， 

(ii) 设 x 之 %o, 对 於 适合 ty 的 2y， 和 4 是 只 理 的 时 
侯 ,4 常 < 时 也 是 轩 理 . 

站 未 , 勤 从 大 从 mo 之 任 -一 2，4 是 其 理 ， 

证 明 ”假如 有 大 於 mm 的 7, 4 当 4 时 ,不 是 鞭 理 。 过 种 7 诉 
然 存 在 ,一 定 有 最 小 的 ,发 此 最 小 序数 是 %, 那 末 对 从 适合 

Zoo 委 2 < 3 

的 2 ,和 是 医 理 . 由 (ii) 4 党 和 蛙 , 也 成 里 理 。 此 和 与 的 意义 不 
相 容 . 辟 明 完毕 。 

11. 序数 之 雪 ” 雨 良 序 集 的 序数 假如 都 是 x, 那 末 雨 集 同 画 ， 
以 pr 表示 它们 相同 的 势 . 称 Lz 是 YX 的 势 ,由 89 的 定理 5 和 它 的 
条 ， 

ZX>Y 含有 ks 之 py， 

而 4z 这 Ly 含 有 XY 

设 a 是 一 良 序 集 的 库 , 适 合 

Hz 一 人 
的 一 切 xX, 必 有 最 小 的 , 称 此 最 小 序数 篇 2 的 开始 序数 . 适合 雁 
Ls = Mo 

的 一 切 z 成 一 序数 的 集 ,用 记号 2 (名 。) 或 是 2 表示 , 2 的 开始 序 
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数 是 @. 
定理 1 以 序数 之 势 做 元 素 的 集 ， 依 其 白 然 顺序 所 威 的 有 序 


证 明 谢 4 是 一 序数 之 甸 所 成 集 . 4 的 每 一 元 素 , 必 有 它 的 
开始 序数 .所 以 还 些 开 始 序 数 的 全 体 与 4 成 相似 对 应 ,前 者 是 度 
序 的 ,所 以 和 后 者 也 是 良 序 的 . 杂 明 完 举 . 

匡 序 集 一 定 是 可 列 的 魔 ? 

定理 2.。 愉 序 集 不 一 定 是 可 列 的 ,事实 上 ,和 良 序 集 引 ( 站 o) 的 势 
AN 天 执 No. 

证 明 ” 设 w 是 通 在 22 前 的 序数 , 由 前 凶 定 理 3 的 脱 肯 ,下 面 
的 集 

X= 之 , (y) 
是 一 良 序 集 , 它 的 序数 等 於 ol:。 由 於 上 式 中 的 集 (y) 都 是 可 列 的 ， 
假如 Nj = SN。 的 黄 ， 那 末 Zo 也 是 可 列 了 ; 因 之 成 一 可 列 集 , 且 
有 oo 一 So, 
由 是 w 6 21; 十 是 不 可 能 的 事 , 所 以 NN: 大 从 No。 避 明 完 蛙 。 

然则 从 : 恰 训 o 之 , 巡 有 其 他 的 妆 廊 ? 

定理 3. No 与 谍 ! 之 间 , 优 其 他 的 萝 . 

证 明 设 a 是 小 於 Ni 的 一 (无 限 集 的 ) 势 . Z 的 蔓 是 名 :所 
以 如 有 一 其 于 集 4， 其 势 是 a。 有 序 集 4 的 序数 2 小 於 或 等 於 
9 。 假如 2 = ww, 那 未 a = AN 过 是 和 ea 的 假设 相 徊 突 的 , 所 以 
和 < ol 因 之 2 是 到 中 的 一 数 , ax 等 从 全。 

定理 4， 半 从 以 序数 之 部 像 元 素 的 集 4 ， 必 存在 -一 条 适 大 欠 
4 中 一 切 势 . 

证 明 设 x 是 一 序数 ,其 势 us 小 从 或 等 所 4 中 某 元 素 a; 

Lz < ca。 
设 X . 旦 此 种 x 的 合体,w' 是 通 在 去 前 的 序数 .发 
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从 =, BS. 

那 末 , B 是 一 序数 的 势 , 通 合 B= py 的 序数 y 小 於 w', 所 以 YE. 
因 之 8 小 雁 或 等 只 4 的 某 元 素 , 由 o 的 性 质 , 知道 从 ' 是 通天 於 
4 中 一 切 弘 的 势 . 莅 明 完 蛙 . 

发 多 = 和 (Ni) 是 通 合 uc 一人 的 2 的 全 体 , 其 势 是 从 , 那 
末 从 * 是 和 通 大 从 Ni; 的 势 . 此 花 可 以 逐渐 和 进行 ,而 得 顺 次 相 萎 的 势 : 

从 一 NA 一 < NA 天 

12. 选取 公理 与 吉 的 比较 ” 任何 雨 韶 都 可 以 比较 它们 的 大 小 
魔 ? 任何 集 必 可 烈 成 良 序 集 厅 ?各 些 于 题 , 在 策 墨 牙 2 的 选取 公理 
之 下 都 给 它 全 肯定 的 回答 

潜 取 公理 设计 是 集 ,MM 的 一 切 (不 空 ) 于 集 , 可 同 轩 分 别 取 定 


详细 地 说 : 裔 4, B,C,… 是 型 的 一 切 (不 空 ) 子 集 ; 那 未 , M 
有 一 子 集 5 如 下 : SA4,SB, SC,… 都 有 一 个 特定 的 元 数 . 
定理 1。 将 意 入 以 肖 党 的 (元 末 章 的) 顺序 ， 可 全 其 且 入 
ea 并 信 国 E22 正三 
证 明 设 4 是 任意 一 集 , mw 是 4 的 代表 元 素 . 设 2 是 具有 下 
述 性 质 之 一 序数 : 当 yY 二 * 时 ,5 涛 应 从 4 的 元 素 ov ,而 
B=A— So 0; 


yY<w 


此 了 时 记忆 的 代表 是 Qax, 设 此 种 XY 的 全 体 是 ,zz 是 适 在 了 前 的 序 
数 。 那 未 ， 
4 一 全 oa =0. 


Y<Z 


所 以 4 焰 成 序数 % 的 良 序 集 。 定理 杂 办 。 
利用 演 个 整 列 定理 ,就 可 以 发明 
4) 第 器 猩 (EE. Zermel10) 德 国 数学 年 刊 第 六 十 五 需 (1908)， 
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«=B,a>B,a<B. 
必 有 一个 成 立 , 且 只 有 -一 个 成 立 - 

证 明 ”三 个 并 傈 ec = 8B,a>>pB,c< 有 互相 排斥 的 理由 ， 已 
详 认 87. 售 广 芝 三 个 天 保 , 必 有 一 个 成 立 。 由 定理 1, 4 与 妃 都 可 
整 列 成 篇 稻 序 集 ;此 时 设 4 的 序数 是 z, B 的 序数 是 y。 

若 X = 二 y， 央 4&2 = jy， 有 即 a = 有， 

若 X 宝 yy， 央 4z 宇 kyw， 即 a 之 B， 

若 2<y， 则 mm 委 m， 即 < 委 有 8. 

所 以 党 < 天 有 时 ,ac> 有 或 二 B, 两 者 必 有 一 成 并 ， 定理 
全 办 . 

13. 集 的 构 念 与 数学 的 基础 ”十 九 世 夸 的 数学 家 克朗 内 格 襄 
过 :“ 上 沉 创 造 了 自然 数 , 其 儿 的 一 切 都 是 人 二”， 党 是 唯心 答 者 的 ， 
膏 法 ,当然 要 不 得 。 有 些 数学 家 ， 就 以 克朗 内 格 上 还 的 话 做 出 发 
点 , 想 把 至 部 数学 演 辉 出 来 : 例如 古 朗 ?就 取 了 过 种 郝 度 ,将 数学 
筑 在 上 帝 的 头 上 了 .。 我 们 知道 , 伙 何 学 和 代数 学 的 基础 ， 是 妈 的 
概念 ,而 全 是 特种 的 集 ,近代 数学 的 基础 可 以 说 是 策 在 集 的 概念 上 
的 . 那 弃 ,什么 是 集 呢 ? 

集 葵 的 创 必 者 康 安 的 定义 是 示 样 的 : 把 一 定 的 东 且 彼此 可 以 
明 奉 武 别 的 东西 一 一 东西 可 以 是 直 冉 的 对 象 ， 世 可 以 是 思 惟 的 对 
象 一 一 放 在 一 起 , 吓 做 " 集 …”. 详 昂 德国 的 数学 年 报 第 四 十 六 
和 雹 (1895 ) 。 

但 是 英国 的 B. 才 素 (了 ，Russell) 有 下 还 的 考察 一 一 见 他 的 
“数学 原理 ’ 第 一 各 (1903) 第 十 章 或 他 的 ‘数学 学 引 论 ' 第 十 三 章 

1) 克 副 内 格 (Leopold Kroneckor) 1823 一 1891 “Die ganze Zahl scehuf 
der liebe Gott, Alles Uebrige ist Menschenwerk’’, 


2) 古 副 (Riehard Courant), 上 述说 法 是 见 他 上 答 互 , 滋 乱 司 (Robbins) 合 著 
的 * 何 请 数学 *(1948) 一 己 。 
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一 一 集 可 以 分 乱 两 种: 

第 一 种 集 是 : 集 本 身 不 是 它 的 元 秦 (ME 果 )， 

第 二 种 集 是 :和 集 本 身 是 它 的 一 个 元 素 (M《 1), 
儿 和 集 不 是 第 一 种 就 是 第 二 种 , 南 种 集 彼此 可 以 朋 砍 识别 ,所 以 由 康 
作 的 定义 ,第 一 种 集 的 全 体 成 一 集 @. 假如 .9 是 第 一 种 集 , 那 未 @ 
应 该 是 8 的 一 个 元 素 : 


QeQ (1) 

然而 满足 了 € M 的 关 傈 的 集 是 第 二 种 集 ,得 是 矛 后 ， 

假如 Q@ 是 第 二 种 集 , 那 未 (1) 双 成 立 ; 但 是 8 的 任何 元 素 都 是 
第 一 种 集 , @ 又 是 第 一 种 集 了 , 融 双 是 矛盾 。 过 叫做 哆 素 的 悖 理 ， 
双 序 数 非 序数 当然 有 区 别 的 , 故 由 康信 的 定义 序数 人 至 体 成 一 集 0， 
适 在 0 前 车 必 有 一 序数 (310 的 定理 3 ) ,此 序数 不 属於 0, 过 也 是 
悖 理 ; 集 论 引 过 鞍 个 悖 理 , 康 委 自己 也 老 早 明白 , 但 是 世 入 往往 稀 
,之 性 布 拉 利 竹 帝 1 的 悖 理 ， 

集 论 含有 悖 理 , 数 学 的 基础 ,自然 不 能 襄 是 很 淮 固 的 。 然则 数 
学 基 友 如何 使 它 安 如 遍 石 呢 ? 策 暴 鞭 ”设置 公理 条 萄 众 集 论 以 明 
集 之 所 以 篇 集 ， 上 文 已 钨 用 了 他 的 选取 公理 ,下 面 是 他 的 

划分 公理 设 M 是 一 集 ， (2) 是 和 秋元 2 有 关 的 一 旬 话 


ee 


个 子 倚 )a5 
今 用 划分 公理 十 明 
定理 任何 一 集 M 必 具有 一 子 集 不 是 必 的 元 过 . 
器 明 设 *《42 是 x(%)， 由 划分 公理 ， 
Mo 一 Mr(z) 
是 一 焦 . 证 明 Mo& 到 好 了 . 
假如 No 邓 ,， 那 末 , 两 关 傈 Mo& Mo, Mo《 Mo 必 有 一 个 , 滥 


1) 布 拉 利 六 帝 (Burali Forti). 
2) 策 于 疆 (Zermel0) 有 集 窒 的 基础 一 文 ; 陈 德国 的 获 避 年 报 第 六 十 五 管 (1908)。 
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且 只 有 一 个 成 立 ， 前 者 成 立 的话 , Mo。& M。，, M, 诗 然 是 1 的 一 
素 , 它 必 适 合 命题 vE x, 就 是 MoE Mo; 这 是 苏 盾 。 假如 後 者 成 

立 : Mo ao, 过 就 是 说 Mo 能 使 <(z) 成 立 , 从 而 MM。& Mo; 通 是 巴 
盾 。 定理 诅 尝 . 

”从 过 个 定理 ,容易 明白 上 述 坎 素 的 @ 兹 不 是 集 : 假如 不 然 , 那 
末 由 刚刚 着 明了 的 定理 , 8 有 子 集 @, 适合 Q,E Q@。 过 个 @Q, 礁 是 
第 一 种 集 , 震 什么 ? 假如 Q, 是 第 二 种 集 的话 , 那 未 , Q1《 Qi。 但 
是 Q, 的 元 素 都 属於 8; 由 Qie Q,. 知 

Qe Q. 
遗 天 保 与 QE Q 相符 突 ; 所 以 Q 不 是 一 集 ， Q 径 然 不 是 集 ,不 必 
间 它 是 第 一 种 或 是 第 二 种 。 用 素 的 眉 理 在 划分 公理 之 下 ,是 不 会 
发 生 的 . 
已 绎 发 现 了 的 悖 理 一 例如 因素 的 悖 理 , 设 置 公理 条 未 以 限制 
集 的 音义 后 ,可 以 除去 .但 是 在 所 设 的 公理 条 入 之 下 ,和 从事 进 行 推 
理 ,能 保 避 不 发 生 悖 理 魔 ? 换 句 话说 :公理 系 竹 自身 能 无 漏 后 麻 ? 

德国 数学 家 希 尔 本 肌 2 狂 从 策 墨 坎 学 派 % 有 头痛 器 头 脚 痛 医 肢 
的 缺点 , 得 个 缺点 起 源 於 集 的 定义 和 “伟业 的 还 辑 ” 之 间 有 了 矛盾， 
他 立意 想 把 过 些 缺 点 币 底 澄清 ， 将 传 的 选辑 如 掉 中 律 等 也 视 息 
公理 而 纳入 於 数学 中 ， 名 之 日 公理 化 的 数学 〈Axiomatisierte 
Mathematik), 再 从 有 限 的 , 直 糯 的 立场 来 研究 公理 化 的 数学 , 称 
其 所 途 得 的 结果 信 超 数学 《Metamathematik)。 过 方面 的 专著 ， 
有 希 尔 栖 脱 生 其 站 人 阿 克 晤 合 写 的 “数理 愤 辑 基础 "9。， 但 是 用 希 


1) 着 鲜 栖 有 上 股 (David Hilbert), 1862--1943. 

2) 福 偷 格 鳃 ”(A。Frinkel)， 宣 斑 理 基 (A. Schonflies)， 方 庄 伊 曼 (Von 
Neumann) 都 虱 於 渤 一 派 . 

3) 此 书 (Grundziige Der Theoretischen Logik) 於 1928 年 出 版 , 1938 年 再 版 . 
1949 年 三 版 ,1958 年 , 莫 种 摊 把 它 才 成 中 文 , 科 学 出 版 社 印行 。 
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去 数学 圣 象 的 一 切 内容 , 将 理 渝 形式 化 起 来 , 安息 把 数学 成 篇 “ 科 
学 的 科 遍 ” 怎 麻 办 得 到 呢 ? 数 学 只 表现 实际 世界 的 一 个 特 原 而 一 一 
量 和 空间 ,不 尤 许 把 更 事 将 大 的 ， 
第 一 章 如 题 

1. 假如 4 三 呈 , BcA, 于 未 A4=B., 

2. 假 如 4 一 五, ~C， 那 未 4 一 C. 

3. 假如 有 了 映照 法 使 4~ 了 ,天 过 种 9 是 否 限 从 一 个 ? 

4. 适合 於 0 二 2 二 5 的 一 切 2, 成 一 不 可 剂 集 ， 

5. 设 % 是 有 限 集 的 个 数 ,秋明 7 < No 过 全. 

6. 发 ,0 0.4, 天 都 是 自然 数 ， 

jmsm) = 入 十 3( 仙 十 多 一 1) (m + nn — 2). 
先 性 下 面 的 宁 实 : 


(i) Fm, 7) = 了 (mM, 2) 合 有 k= m,n 一 好， 


( 详 )》 对 其 天 , 必 有 也 和 多 通 合 f(%, 1) = 上. 


.然后 性 明 自然 数 对 的 全 体 {( 和, 2) 是 可 烈 的 . 


7. 设 a, 6,7 痢 是 势 , 送 朋 
(ga» B)r=a(B.7),(a+ Br = ar + Br. 

8. 设 4, B,C 是 三 个 集 , 苛 朋 (A4 十 B)C = AC + BO, 

9. 设 C 是 雨 个 有 限 集 4 和 B 的 配 集 , 廊 朋 C 的 元 素 个 数 等 座 
4 和 恕 的 元 素 个 数 的 乘积 。 

10. 设 4, B,C 是 三 个 集 , 有 东明 4B 十 C= (4+0O(B+0). 

11. 裔 m, 2 是 十 个 自然 数 ; 4,8 的 计数 是 4,n， 间 以 4 落 
B 的 蔓 集 共 若 干 个 ? 

12. 痘 明 关 蕉 势 的 三 个 指数 律 . 


”1) 双开 思 格 斯 的 肥 社 林 论 . 
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13. 设 &, 8,7 是 三 个 势 . 车 之 7, 旧 
B* >7", o>al, 
14. 设 a, BB,7 是 三 个 荔 , 当 月 盖 7r 了 时 , 遇 下 曾 四 个 天 人 
二 Ba++7, ap 之 of，o8 >ar，P" >7” 是 否 都 成 并 ? 
15. 设 了 是 4 的 子 集 人 至 苯 所 成 之 集 ,假如 如 是 一 有 限 集 , 其 势 
a 大 伶 1, 那 未 了 7 了 的 势 是 2"， 
16. 设 4,， ， 4 都 是 可 烈 集 ,ok 4 请 朋 (1，… 0x) 的 
全 体 是 一 可 列 集 . 
17. 设 各, 和,… 是 一 数列 ,证 朋 它 的 于 数 剂 鸭 全 体 , 其 势 是 读 。 
18. 设 衣 是 一 翁 限 集 , 它 的 元 素 是 区 章 , 其 中 任何 雨 元素, 都 
不 相 重 机 , 那 末 M 的 势 是 Mo. 
19. 区 竟 (&, 50) 上 所 定 闵 的 一 切 志 炉 画 数 ( 它 的 定义 群 官 等 微 
积分 ) 丙 成 之 集 ,其 倪 是 N， 
20. 设 a, 8 ,7 是 三 个 荔 ,入 明 
(i) 当 a 达 B86，B 达 7 上 时, a 之 7; 
(ii) 当 4 之 bP,，B 之 7 时, a 这 7; 
(iii) 当 & 这 B, a 之 Bb 时 , a= BB. 
21. 设 %,y,% 是 三 个 序 相 , 训 上 朋 (2 十 从 十 z= 二 XY 十 (yy 十 2)， 
22. 把 小 於 1 的 一 切 正 有 理 数 列 苞 自然 顺 席 , 它 的 序 祖 怎样 ? 
23. 作 三 个 有 序 集 , 使 它们 的 序 相 是 
(i) 1 二 7 十 1，(a 7 二 ww，(iii w* 十 7。 
4. 设 和 积 B 是 两 个 良 序 集 ; a, 有 8 是 它们 的 势 ; Xx,y 是 它们 
的 序数 . 从 < = B 能 省 匡 定 X= 二 9? 
25. 假如 良 序 集 4 的 序数 是 ow*, oo 十 的 0 十 十 0n， 
那 未 4 是 一 可 烈 集 . 其 中 天 ao 0 … ,Qn 都 是 趾 然 数 或 是 90. 
26. 设 Y 是 一 如 下 的 榴 限 序数 :小 於 4 的 一 切 序 数 成 一 可 列 集 
史明 有 如 下 的 序数 列 zz … : 
(i) WN 
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(ii) 当 y<z 时, 必 有 m4 适合 从 YK<Ymrp 之 7(p = 1,2,…). 
27. 对 淮 有 理 散 ， 施行 十 一，X， 一 ,ww 3 ,dM ， 
… 等 有 限 回 连 算 . 通 样 所 得 的 数 的 全 体 是 可 烈 的 厅 ? 


1. 整数 的 公理 ”第 一 章 圳 面 , 中 然 有 些 地 方 , 利用 实数 来 符 
例 褒 明 ,然而 沙 沟 有 说 什 税 是 实数 ; 本 章 设 吐 公理 系 和 统 来 规定 " 整 
数 ' ,由 此 出 发 而 逐步 多 得 实数 的 概念 . 

基本 用 证 有 三 :整数 ,等 从 ,小 认 :， 用 mw be,z 等 文字 
表示 整数 ,′ = “表示 等 於 ,“ 过 表示 小 於 。 而 天 是 = 的 否定 ， 
十 是 过 的 否定 .记号 和 :表示 等 於 或 小 於 . 

公理 1. 0 是 一 个 整数 . 

公理 2， 划 於 0 , 几 有 。 使 "< 

公理 3. 车 < 5 , 则 本 a. 

公理 4， 当 狼 0 , 必 有 4 适合 4 一 0, 管 < 和 4 时 ,7 委 4. 

定 闵 设 S 是 一 整数 的 集 . 假如 S 有 元 过 (整数 ) a 小 於 S 中 


2 A 假如 4a 天 Db 天 0, 6 过 a; 部 术 ,b,c 中 必 有 最 
作 整 数 ， 
公理 6， 设 S 是 一 整数 的 集 。 假如 S 您 最 小 整数 , 那 未 乱 整 


* ee oe no eo. 


" 


从 汗 译 整数 的 公理 ， 六 出 定理 从 下 . 

定理 1，&a 生 a. 

证 明 ”此 由 於 公理 3。 定理 从 毕 . 

定理 2. wa<2 和 b<c 合 有 < 

证 明 a 闫 050, 了 关 c (定理 1)， 双 4 天 5c: 假 如 不 然 ,由 假 谈 
< 过 5, b< 之 Cc 得 着 
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a<b ba 

了 ,由 公理 3 知道 没有 此 事 ， 

现在 4, 5, 2 适合 於 公理 5 的 假设 ; 所 以 必 有 有 最 小 者 。 最 小 者 
不 会 是 5, 因 w < 2D; 双 不 会 是 o, 因 2< ce. 所 以 由 加 CC 中 ,以 0 
息 最 小 ;从 而 w<<“.。 闹 明 完 尝 . 

定理 3， 和 若 & 和 关 0 则 必 &< 2 或 < . 

证 明 对 於 a, 由 公理 2, 有 使 <. 荐 ¢ 就 是 8, 那 末 
4 过 0, 说 明 已 威 。 若 不 然 , 唱 得 

Wb, DC CU, 

由 公理 5; &, 5, 2 中 必 有 最 小 数 。 道 个 最 小 数 , 不 等 苹 c, 因 & 小 
於 c: 所 以 非 w 即 5. 从 而 4 之 5 或 6 过 a 定理 证 办 

定理 4， 革 於 4 和 05 ,三 并 傈 5 = 5. 4 之 0,5 之 a 必 有 一 
个 成立 , 且 只 能 有 一 个 成 立 。 

刹 明 和 5 之 岗 , 两 关 休 ww = 和 & 关 2 中 有 一 个 威 立 , 旦 
只 能 成 立 一 个 ,假如 &@ = 5, 那 未 
a b, b+a (定理 1). 

假如 wa 天 5, 那 未 ,a 过 5 或 5 过 (定理 3)。 而 者 不 能 同时 成 立 
(公理 3), 基 有 明 完 暴 . 

定理 5。 涤 於 4 必 有 如 下 的 0: 4 过 50, 且 当 4 之 x 时 ,0 过 4. 

锐 明 对 基 和 & 必 有 如 下 的 2 :4<7Y (公理 2)。 设 此 种 2 的 
全 体 是 SS. 3 几 有 最 小 数 (公理 6). 此 最 小 数 就 是 所 需要 的 2 。 葵 
朋 完 浴 . 

现时 暂 称 公理 4 中 的 篇 4 的 后 者 ， 又 称 定 理 5 中 的 8 篇 4 
的 前 者 ， 

定理 5 的 苯 朋 中 的 S ,其 最 小 数 不 能 有 雨 个 (公理 3), 所 以 4 
的 前 者 不 能 有 两 个 . 又 & 的 后 者 也 不 能 有 十 个 ,篇 什 魔 ? 假如 4 
有 十 个 不 同 的 答 者 4 和 与 ds, 那 末 由 定理 3, 可 以 假定 必 < hh. 因 
ds 二 a, di 是 4 的 第 者 ;所 以 ds 志 ds。 着 竺 果 和 过 % 相 衔 突 ， 
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所 以 由 等 於 d， 由 是 得 到 
定理 6， 任 一 整数 的 前 者 和 熏 者 ,都 限 於 一 个 . 


定理 7， 的 前 者 之 后 者 是 4，4 的 后 者 之 前 者 也 是 0， 
鹿 明 设 0 的 富 者 是 ,a 的 前 者 是 w% ， 那 末 
La, a < a, 

所 以 a” 委 2& (定理 5)。 假如 0 二 a, 那 末 ww 委 0 (公理 4)。 此 
与 % 一 0w” 相 衢 突 . 所 以 a” = a. 

同样 可 用 o 的 前 者 之 后 者 是 4 车 朋 完 蛙 . 

整数 和 柔 硫 ”由 公理 1, 0 是 一 整数 .由 0,0 的 前 者 和 和 后 者 ,前 
者 的 前 者 和 和 线 者 的 后 者, 一 切 等 等 ,合成 整数 的 集 , 称 篇 整数 系统 ， 
记 之 以 了 7。 所 以 了 的 特征 如 下 : 

(i) 0 上 7， (i 这) g 《I 时 ,a 的 前 者 和 和 后 者 ,都 属於 1. 

定理 8， 由 公理 1 一 公理 6 所 决定 的 7, 铺 合 一 切 整数 ( 束 
数 系 祝 的 完 储 性 ). | 

证 明 假设 有 整数 4 不 恬 於 7 ,从 此 就 能 导出 不 合理 的 桔 果 
. 设 D《1, 那 末 w 天 5D, 由 定理 3. 

wg 二 bb 或 0 二 0. 
假如 4 之 5, 5 的 咎 者 篇 9。 由 和 后 者 的 定 闵 及 公理 4, 知 道 
ao 过 0b", 
因 篇 a 《Tb E71, 所 以 & 关 0b'. 因 之 a 二 0"'. 设 1 中 适合 4 过 0b 
的 5 之 全 体 是 S。S 必 扰 最 小 数 , 篇 什么 呢 ? 假如 S 有 最 小 数 0， 
那 末 记 po 的 后 者 得 外. 和 从 4 二 ,得 着 
. a < bo. 
由 7 和 和 lS 的 性 质 ，bb《 S。 於是 得 到 了 矛盾: S 中 有 数 小 谎 S 的 最 

小 数 . 

S 既 无 最 小 数 , 4 的 存在 与 公理 6 不 相 容 . 

所 以 5 二 a. 设 7 了 是 芝 种 0 一 一 就 是 说: a 不 属於 1 ,1T 有 5 
小 去 & 一 一 的 全 体 .由 公理 6, 了 有 最 小 数 m。 惟 oo 的 后 者 是 
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那 末 @ 必 在 I 中 。 因 篇 7 是 不 在 1 中 的 整数 之 至 盯 ， 必 解 在 I 
中 . 色 的 前 者 也 在 1 中, 由 定理 7, 以 的 前 者 就 是 %. 由 是 o ET 
这 是 也 后 . 王 旱 。 

定义 ”发 8 是 一 集 ,其 元 素 都 是 整数 ， 假 如 S 有 元 素 5, 使 得 
当 2《S 时 2 之 5; 那 末 称 5b 是 5 的 最 大 数 . 特别 ,假如 S 仅 合十 
元 过 4 和 0,5 篇 S 的 最 大 数 -一 a 过 4 一 一 时 , 稀 b 大 於 &, 以 记 
号 


b>a 
表示 、 
所 以 w<< 2 与 2 盖 4 是 同一 事实 的 两 种 表示 . 
定理 9。 假如 歼 数 之 集 S 没有 最 大 数 ， 那 未 没有 瑞 数 大 锥 S 
的 一 切 数 . 
证 明 假如 有 整数 大 於 S 的 一 切 数 , 记 寺 种 政 数 的 全 体 篇 7 了 . 
由 公理 6, 了 必 有 最 小 数 a, 那 末 4 后 者 不 属於 了 而 属於 3( 公 
理 4). 如 是 a 是 S 的 最 大 数 , 半 是 矛盾 .所 以 没有 整数 可 以 大 於 
S 的 任何 数 . 登 明 完毕 ， 
定理 10， 设 4 是 和 整数 有 关 的 一 句 毅 。. 设 4 当 整数 a 时 是 
办 新 . 设 “< ,人 党 时 是 景 话 ,就 有 4 党 6 的 前 者 时 ,也 是 民 
话 , 部 林 , 4 当道 合 
OT 
到 是 数学 中 和 纳 法 的 原理 , 伞 明 和 与 定理 9 相同 . 
定理 11。 设 4 是 和 整数 有 关 的 一 句 话 . 设 4 当 4 于 和 后 请。 : 
常 基 合 
Xa 
这 是 定理 10 的 另 一 种 形式 .最 后 ,我们 还 要 证 明 关 休 公 理 互 
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相 猫 江 . 

定理 12， 公理 1 一 公理 6 耳 相 独立 . 

证 明 公理 1 决 不 是 其 余 公 理 的 畏 果 ,入 什 千 ? 假如 把 空 集 
看 做 整数 的 全 部 换 句 话说 ,没有 整数 , 无 害 认 公理 2 公理 
6 的 鞭 人 雄性 ， 

其 次 ,假设 …, 一 3, 一 2, 一 1, 0 是 整数 的 全 部 , 小 者 居 左 ， 
那 未 ,对 於 过 个 ' 整数 系 租 " , 除 公 理 2 而 外 ,都 能 成 立 。 所 以 公理 
2 不 是 其 他 族人 公理 的 粘 果 。 

设 …, 一 2, 一 1。0, 0, 1,2, 3，… 是 整数 系统 , 小 者 居 左 ; 
那 未 除 公 理 3 而 外 ,一 切 公 理 都 满足 ,所 以 公理 3 有 它 的 独立 性 . 

设 0, 1, 2, … 是 整数 系 航 ; 我 们 知道 公理 4 不 是 其 他 诸 公 理 
的 和 辕 果 ， 

设 0,.0,0 是 整数 的 全 苯 , 是 设 

0<a, da<0，D<0. 
过 个 整数 的 集 (6, a, 5) 无 背 於 公理 1, 2, 3, 4, 6。 所 以 公理 5 有 
他 的 独 开 性. 

最 合 假 设 
O32 C1 12 1,0,1,2,3, … 是 整 
数 的 至 部 ,小 者 居 左 , 那 未 公理 1 一 一 5 都 能 适合 。 惟独 公理 6 不 
能 满足 ,所 以 公理 6 有 它 的 独立 性 . 证 办 . 

往昔 : ”自然 数 的 公理 , 创 自 彼 阿 诺 (1889)。 彼 阿 诺 的 自然 
数 邓 六 的 公理 有 五 条 : 

(i) 六 含有 1 

(ii) 著 六 含有 0, 则 含有 0a 之 唯一 的 前 考 

(i) 若 x EN, 央 x 1; 

(Vi) 设 XEN,Yy EEN, 党 WW = 肝 , XX == Y; 

(Vv) 若 戏 共有 下 面 的 十 个 性 质 : 

“1) 彼 问 庶 (G. Peano，1858 一 1932), 意大利 的 数学 家 、 


叔 刀 它 做 a 人 5 
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1€M, xXEHMM 信 有 x EM., 
那 示 到 就 是 信 . 
壮 五 公理 互相 独立 , 且 具 有 完 介 性 . 
2. 整数 的 四 则 运算 训 0 的 前 者 篇 1, 和 后 者 篇 一 1. 设 %&1， 
记 2 的 前 者 篇 + 十 1, 富 者 篇 XY 一 1, 得 着 -- 切 整数 4(0 之 4) 的 记 
号 (由 数学 明生 法 ): 
0,0 十 1， 0 十 1 十 1， ……。 
由 定义 ,1=0+1 一 1 一 0 一 1， 要 简化 遭 个 记 法 , 设 1<9， 
9 一 0 二 1g 一 久 十 1 和 一 0 一 9 十 工 
g++ n= 9 99 1 = 99 99-: + 1 = 920; 
ga0 + 1 = ga01; 
适合 认 0 二 4 的 整数 4, 称 篇 正 整数 , 由 是 用 ?个 记号 0, 9,… 
9,-1 可 以 表示 一 切 正 整 数 了 .最 简单 的 表示 法 是 二 和 进位 法 : 就 是 
用 0 和 1 表示 一 切 正 整数 。 最 普通 的 表示 法 是 十 淮 位 法 ; 就 是 
用 


0, 1, 2, 3, 4, 5,6,7,8,9 
十 个 记号 表示 一 切 正 整 数 . 
加 法 设 & 和 5 是 两 整数 , 那 未 规定 4 十 0 也是 一 个 整数 , 稀 
之 篇 a 和 仁 b 的 和 ,其 意 闵 如 下 : 
4: (a+ b)+1=at+ (b+1). 
天 你 (4) 足 以 定 任 何 雨 整数 a 与 2 的 和 w 十 5 的 意义 .篇 什 
麻 ? 由 4， 
a+l1=a+(0+1)= (a+0)+1. 
所 以 a 十 0 = ga， 送 就 是 膏 4 十 5b 当 b = 0 时 ,已 乱 有 明白 了 它 的 
意义 。 设 0 过 5, 4 二 20 的 意义 已 经 明白 的 应, 那 末 由 (4) ,0 十 
十 (2 十 1) 的 意 闵 是 w 十 的 前 者 。 所 以 当 5? 宇 0 有 时, 一切 a 十 8 
都 有 了 它 的 意义 ,此 由 从 数学 锯 纳 法 . 设 8 过 0, 那 末 由 (4)， 
a+b= {4+ (5 十 1)} 一 1。 (前 凶 定 理 7) 
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所 以 假如 4 十 (2 十 1) 是 一 整数 , 闭 末 他 的 后 者 就 是 a 十 b, 因 之 
党 5 是 0 的 后 者 时 ,a 十 有 了 意义 由 前 节 定 理 11, 对 於 一 切 
.5b, a 十 5 都 有 意义 . 
定理 1。 若 0,b,c 都 是 整数 , 尖 林 
+ (b+ce)= (g++b)+e, 
和 是 整数 加 法 的 粘 合 律 ,我 们 可 以 用 数学 时 秽 法 来 葵 明 它 . 
证 明 ”由 (4)，, 知 千 合 律 当 “ = 1 时 成 立 。 车 加 法 精 合 律 当 
时 成 立 : 


4 QT(D 二 co) 一 (十 D) 二 CC， 
那 末 ,( 十 b+(c+I1)= 一 [ao+Db)T+Tc+1(4)= 
=a+t+ [toO+1]=at+[0+ (ci 1)],(4.,.,4). 
所 以 秸 合 律 觉 ¢ 十 1 时 亦 成 立 。 由 数学 扩编 法 知 4. 对 於 一 切 正 
整数 c 部 成 立 . 
同样 可 苹 4. 当 6c 二 1 时 成 立 ， 葡 黑 ， 
定理 2， 设 4 ,5 是 两 整数 , 那 示 ww 十 = 十 0。 
得 是 整数 加 法 的 交换 律 。 
证 明 ” 先 发 
(QT1I=1I+Taw， (ia 二 (一 1) = (一 1) 十 ww。 
4 篇 1 时 (i) 成 立 ， 假设 (i) 当 4& = 天 时 成 立 , 那 末 ， 
(有 1) 二 +1I=(1 二 8) 二 1 = 
一 工 十 (8 十 I)， 
双 0 是 1 的 后 者 ,也 是 一 1 的 前 者 ,所 以 (一 D 十 1 一 工 十 (一 1). 
所 以 
[8 十 (一 1 让 十 工 一 天 十 [( 一 1 十 1 = 天 十 [十 (一 人 = 
一 (ETH) 十 (一 1) (车 合 律 ) 
二 (1 十 kk) 二 (一 1) ‘假设 》 
二 1 十 [x 十 (一 1)] ( 千 合 律 ) 
由 数学 多 和 业 靶 , 知 (i) 常 戌 立 ， 可 以 同样 证 明之 。 


4 


我 们 已 经 促 明 交换 律 当 5 = 1 尘 成 并 , 假设 4 十 0=8++& 
成 汇 。 那 末 , 当 Cc 是 1 或 一 1 有 时， 
+ (b+0)=(g+ 0)Tc= (25+ 0) 十 Cc ( 千 合 律 ,假设 ): 
二 (g++0) = 二 6b 十 (c+q)( 千 合 律 ,(i),(ii)) 
一 (D 十 C) 十 0%. (类 合 律 ) 
证 明 完 举 . 
定理 3。 对 从 整数 a 必 有 整数 &, 通 合 w 十 和 = 0, 此 种 8 只 
有 一 个 . 
证 明 上 文 已 改 朋 ww 十 0 = &, 所 以 0= 0. 假设 4 十 &=0., 
当 是 1 或 一 1 时 , 则 5 篇 一 1 或 1. 由 是 
(4+ + (G+ G++t+a)+e=(0+at +i-= 
= (C+0)+6=cC+6=0., 
所 以 党 十 6 = 0 时 , (二 1 =4 一 1, 8 一 1 = 6 十 1， 由 数 尝 
话 纳 法 ,对 从 任何 整数 a, 有 6 和 通 合 % 十 &= 0， 
次 设 二 4=0,g++ a 一 0， 那 未 ， 
=0++0=a0+ 0+)=0 +0)+ad4=0+06= 0 
诅 明 完 举 . 
定 闵 ”定理 3 中 的 &, 称 它 做 v 的 反 号 数 . 称 正 整数 的 反 号 
数 得 负 整 数 . 若 w 是 一 正 数 , 那 末 记 4 得 一 0. 
污 法 设 4& 和 5 是 两 数 , 定 4 x 0( = 20 = a0) 也 是 一 个 整 
数 , 称 篇 4 和 ”的 乘积 ,简称 做 积 , 下 记 两 个 关 傈 决定 两 数 的 积 : 
有 :0w.1=0，0(D 二 1) 一 0D 十 以 . 
由 及 及 数学 句 纳 法 , 当 2 之 1 时 ,42 从 是 整数 . 双 假 如 0% 
(5 十 1) 是 一 整数 , 弄 末 ， 
ab+1)+tao=a0 taTrG= 00+0= 0, 
所 以 ab 也 是 整数 . 所 以 对 於 任何 整数 a 和 5, a 人 砍 定 一 整数 . 
定理 4 设 & 是 一 整数 , 那 末 ， 
.a 二 0=0+a=& 0 十 0 一 0， 
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4a.0=0.4 一 0， 0.6=0. 
儿 明 舍 待 妖 明 的 是 最 合 一 项 诸 关 你 : 
.0 一 4.0 十 4 十 6=w0 十 1) 十 & 一 
一 Q 和 .1 十 4 一 十 =- 0， _ 

双 由 到 ,0.1=0,0(0 十 1) =0.0, 所 以 0.0 等 於 0( 数 过 多 
牺 法 )， 苯 明 完 畦 ， 

乘法 的 有 运算 规律 ; 可 用 数学 距 纳 法 和 杂 求 建立 . 下 面 的 定理 ， 
群 明 了 还 些 规律 ， 

定理 5。 训 5, 是 整数 , 那 林 ， 


分 配 律 : (十 CC 一 po 十 Co， 
和 结合 律 : &. (pc) 一 (0Dp) .cc， 
交换 律 : oa.b=b.0a, 

着 0 之 5, 那 末 , ( 一 1) .8 = 一 5 事实 上 ,和 从 加 法 和 乘法 
的 运算 规律 ， 

(一 1)1 二 11 一 1( 一 工 十 1) 一 10， 一 十 1 一 0， 

所 以 (一 1)1= 一 1. 车 (一 1 == 一 (0 过 及), 那 隔 

(—D(ETID = (I) k+l)1l=— i 1l= (k+l). 


由 数学 句 纳 法 , 知 ( 一 1)58 = 一 2 痢 於 一 切 正 整 数 2 成 立 。 

渡 法 简写 a 十 (( 一 1). 了) 篇 一 0b, 称 它 篇 & 泪 5 的 差 ， 
0 是 被 减 数 ，5 是 减 数 , 简 记 0 一 0 篇 一 5b. 

设 4 和 5 是 任意 雨 整数 , 那 示 ， 

D 十 (a 一 D) 一 (D 十 0) 十 (一 1)D = (5+(—1)0)+a. 
车 5 是 一 正 整 数 , 那 未 ( 一 1)5b= 一 b = 5, 是 5 的 反 号 数 , 因 之 
DT(C 一 D) 一 0 十 @& 一 0 

更 在 着 明 5 了 < 过 0 上 时 ， .上 式 也 成 立 。 “过 是 因 短 氨 整 数 5 可 以 记 做 
一 6;; 5 是 一 正 整数 . 而 由 (一 1)( 一 1 一 1 知 

D 十 (aa 二 (一 1D) 一 一 0 十 4 十 (一 1 一 1)0 一 0， 

所 以 减法 的 意 闵 是 求 通 合 认 
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已 十 2 一 W 
的 XY， 也 可 以 膏 : 减 法 是 加 法 的 逆 漂 算 . 
定理 6。 车 a = 0, 那 末 ,4 = 0 或 6= 0, 
证 明 若 a 和 5 都 是 正 的 , 那 未 ,从 
wa.1>0 
a(k+l)=ak+ao=aki+(0—1)+1l > 
. >akt (nw — 1) 
懒 数学 鲜 稍 法 ,知道 wp 一 定 是 正 的 . 
车 4&,5 都 是 负 整 数 , 那 末 
ab=(—1)o.(—1)b >0, 
又 车 之 0,5 放 0, 那 未 ， 
a =(—1)-.(—1)ae.06=—{(—1)a.b}<0. 
所 以 党 Qa 关 0,8 关 0 时 , ab 关 0. 家 明 完好 . 
条 设 0,5,¢ 都 是 整数 , ¢ 不 是 0. 假如 ac = bc, 那 末 , a 等 
於 b. 
除法 ” 设 4 和 和 5 是 十 整数 ,5 不 是 0。 作 具有 形式 z2 的 一 切 
整数 : 
(0)::…,— 3b,— 20, 一 D,0,D,20, 30，…， 
假如 58 是正 整 数 ,于 未 (2) 中 的 数 , 小 者 居 左 。 若 5 是 负数 , 那 未 
小 者 居 右 . (0) 中 未 必 有 4, 假如 (8) 中 有 4, 那 未 ， 
a=40 (gq 是 一 整数 ); 
称 b 是 4 的 一 因数 (因子 ) 4 是 2 的 一 个 倍数 ; 4 可 用 问 除 画 , 4a 
是 被 除数 , 2 是 除数 , 9 是 以 8 除 @ 的 商 。 过 是 瑟 法 的 道 运 算 , 叫 
假如 (2) 中 无 %, 那 末 一 定 有 一 整数 4 适合 於 
qb<a<(g+1)b (2 之 0 的 上 时候 )， 
或 是 (二 1I)D<a<9gb (5 二 0 的 时 候 ). 
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当 5 盖 0 时 , 若 无 x0 大 於 &, 剧 无 整数 大 礁 a, 计 是 有 背 认 公理 2 
而 大 从 4 的 22 中, 必 有 最 小 的 数 (4 十 1 )2 ,过 种 9 不 过 一 个 ， 此 
时 


a 一 090 十 ?， 0<7Y< /0. 
得 定理 如 下 : 

定理 7.。 设 4， b 是 两 整数 ， 而 上 之 0, 那 未 一 定 有 唯一 的 一 
对 整数 9, 7, 适合 4 = qb +? 其 中 0 之 ?之 0. 

0 除 a 时 ，4 是 商 ,7 是 台数 . 

定理 7 乃 整 数论 的 基 磋 . 

3. 有理 数 ” 设 4,b 是 十 整数, b 天 0, 稀有 序 集 (0， 5) 篇 一 有 
理 数 ， 发 (5) 和 (ce 4) 是 十 有 理 数 , 当 ad = be 蛙 , 称 (a,8) 与 
(2, 4) 相 等 : 

(a, 60) = (¢, a). 
车 ad 关 be, 那 末 (4,0) 关 (c,d). 记 (ad 十 5c,00) 篇 (4a,5) 黑 
(c,d) 的 和 ,《ac, bd) 篇 (a,5) 与 (c, 4) 的 积 , 所 以 
(Qa,6) + (c,da) = (ad + be, ba), 
(0, 0).: (6,0) 一 (ac bd). 
从 还 个 定义 和 整数 的 和 遥 算 规律 ,就 得 着 
定理 1。 天 从 有 理 数 的 加 法 和 乘法 , 柯 合 律 ,交换 律 分 配 律 才 
设 (a, 5) 是 一 有 理 数 , 那 末 ， 
(a, 5b) + (0,1) = (a, 6b), 
(g, 8) . (0,1) = (0,1). 
所 以 有 理 数 中 的 (0, 1) 和 整数 系 黎 中 的 0 相似 ， 因 
(0) 十 (一 0D) 一 (ab 一 00,DD) 一 (0,1)。 
所 以 ( 一 0， 中) 是 (0, “的 反 号 数 。 


ss oe on。 


(x, Y) 适合 
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(a,b) = (2,y) + (c, 4). 
征明 置 (z,y) = (apD) 十 (一 cd), 那 未 定理 2 中 等 式 成 
立 。 更 在 偿 朋 (X,Y) 的 唯一 性 :假如 
(X,Yy) + (c,d) = (2,Y) + (ce, 4d), 
那 未 (xa 十 cy, dy) = (2d 十 cy', dy ), 因 之 
Go (Xd + cy) = dy (w'd + cy'), 
daxy’ = ddx’y, dd (XYy' — x'y) 一 0， 
然 & 天 0, 所 以 zy 一 7 = 0( 前 节 定 理 6)。 因 之 
(2 3) 一 (2，4)。 
惟 明 完 尝 . 
定义 定理 2 中 的 (z, y) 称 篇 (a, D) 减 (c, d) 的 差 , 记 号 是 
(a,0) — (¢,4) = (ad — bc, ba). 
和 从 有 理 数 a 溅 去 有 理 数 B, 就 是 求 a 与 B 的 反 号 数 之 和 ， 
因 (a,0)(1,1) = (1,1). (4@,0) 所 以 (1,1) 和 与 整 数 系 冰 中 的 
1 相似, 发 (a, 0) 天 (0, 1)，, 那 未 4 天 0, 所 以 (5,a) 也 是 一 个 有 
理 数 , 因 
(a, 0)(b,4a) = (ab, ba) = (1,1). 
因此 襄 (5, a) 是 (4,5) 的 倒数 . 将 (a, 2) 的 倒数 乘 (0, d) ,得 着 
(b,a)(c,d) = (be, ad), 
所 以 2 = (bc, ad) 适 合 从 (4,0) 2 = (6, 4), 假如 有 理 数 
2 二 (6, 了) 也 注 趾 (4, 8)y = (cd ), 那 末 ， 
(ae bf) = (ce, a), cbf = ade, 
所 以 = (e, 了 ) = (Lc,ad) = xz, 售 称 适合 
(a, b)x = (c,d) 
的 有 理 数 x, 篇 以 (4,5) 除 (5, 4) 的 商 记 之 以 (oc, 由 /(a, 9)。 所 以 当 
(a, 0) 8A (0, 1) 
时 ,次 (c, 4)/(4, 8) = (bc, ad) 是 一 有 理 数 . 
上 比较 
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(@,1)+ (0,1)= (a+b,1)la+oP=a+b 
(a,13) = (0b,1) a=b 
(a, 1)(D LI) = (ab,1) ap = ab 
庄 天 人 ,知道 有 理 数 (a, 1), (0, 1),… 间 的 运算 与 整数 w, 2,… 间 
的 汉 算 ,规律 低 同 .此 和 后 规定 
(0,1) = w。 
如 是 ,整数 系 翘 成 往 有 理 数 至 体 R 之 一 部 分 . 
改写 (4, 05) 篇 ,有 理 数 也 称 篇 分 数 ， 4 是 它 的 分 子 , 9 是 
它 的 分 母 . 分 子 &“ 是 分 母 5 的 倍数 95 时 ,有 理 数 
(a,68) = (gb,58) = (g9,1) = 0. 
是 一 整数 。 关 於 有 理 数 的 大 小 ,其 定义 如 下 : 
定 闵 ” 设 有 理 数 (4, 5), (c, qd) 的 分 母 2,d 都 是 正 的 ， 那 来， 
当 ad 二 0c 时,(4,0) 过 (c,d) 或 (c,d) > (4,0). 
党 (0,1) < 过 (a,5) 时 , 称 (a,5) 是 一 正 的 有 理 数 ; 


+ ss en. 


* 4 + eo 


设 Z== (4,0). 若 % 宇 (0,1), 富 1w|= ,假如 |xw| 二 (0， 
1) , 那 未 1z1= -2 = (一 ,5), 称 |x| 篇 ?的 疗 半 值 . 

出 此 定义 , 易 攻 

定理 3. 若 « 和 BB 是 两 有 理 数 , 那 未 

lat+Bl<|lal+!Bl, la+B|l>)z 一 181 
十 整数 a 时" 十 1 之 间 , 无 其 他 的 整数 ; 然 任 何 相 曙 雨 有 理 数 
a= (ga,60), B= (c,d), (b>0,d>0) 

之 间 有 和 无数 的 有 理 数 (ma 十 Rc, 10 十 90)(7 7 = 1,2,3,.…), 

所 以 有 更 数 没有 痢 接 的 事 ， 过 个 事实 时 做 有 理 数 的 称 密 性 . 
就 是 说 ,任何 两 有 理 数 之 间 , 必 和 有 有 理 数 ， 

乘 一 设 a 是 一 有 理 数 , 7% 是 正 整数 .规定 

a 0 = 1 (es0), ot gan,a™" 一 去 ( 天 0)， 称 
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mm 需 = 的 % 乘 沪 ,c 是 乘 必 的 底 , 光 是 乘 ,> 的 指数 . 称 篇 a 的 
平方 , 四 篇 “的 立方 。 设 a 和 8B 是 两 有 理 数 ,和 是 十 整数 . 
那 末 ,党 aB 闫 0 时 ， 
om . 人 二 = xmtr, (ge™) %— em, ap 一 (acB)m。 

过 些 胸 深 叫做 和 更 数 的 指数 律 利用 数学 鲁 灿 法 容易 建立 的 。 

4. 无理 数论 。 优 理 数 是 什 麻 ?这 个 问题 的 睦 密 回答 ,到 十 九 世 
各 和 后生 潍 才 得 到 ,从事 过 项 工作 的 人 有 康 妥 、 梅 囊 、 特 德 金 特 和 外 
尔 斯 托拉斯 ,他 们 差不多 同时 得 到 无 理 数 的 理论 ， 他 们 的 理论 ,都 
用 有 理 数 理论 做 基础 ， 康 余 . 梅 束 . 外 谢 斯 托 拉 扫 三 家 立论 形 
式 或 民 , 实 丑 相 同 ， 康 委 、 侮 粳 雨 家 的 优 理 数论 简直 是 一 榜 的 ， 
梅 燥 立 说 , 先 礁 康信 ,然而 未 乱世 人 所 留意 。 特意 金 特 的 理论 ， 
不 间 认 其 他 三 家 , 当 赂 述 起 后; 今 先 壕 康 委 , 构 屯 的 理论 

设 wm, oo, … 部 是 有 理 数 ，。 是 任意 的 正 有 理 数 ; 假如 对 於 。， 
必 有 避 , 使 不 等 式 


|am 一 amtr|<e (1) 
对 狼 一 切 正 整数 2 成 立 , 则 称 (Qx} 一 0 0 … 人 号 一 基本 数列 . 
对 多 有 理 数 列 10"} , 若 有 有 理 数 4 适合 从 
an<< 4 (7 一 1,2,3，…)， 
那 末 , 称 {an} 大 一 有 上 界 的 数列 . 若 央 二 4(2 = 1,2,…), 那 


"0 + 


On (Fann (R= 1,2,3,..) 
时 , 称 久 卉 加 (减少 ) 数 列 ; 雨 者 通称 篇 单 裙 数 询 . 
定理 1.。 (i) 有 上 界 的 增加 数列 是 一 基本- 履 列 ， 


囊 明 设 Qx 芝 qr 过 4(n=1,2,3,…)， 若 (ji) 不 成 立 ， 

那 未 一 定 有 正 数 。, 对 於 任 一 妈 , 不 能 使 (1) 洲 从 一 切 正 整 数 p 成 
立 。 所 以 对 於 ?0 有 如 下 的 : 

1) 贷 填 斯 托拉斯 ,柏林 大 坚 1860 年 的 讲 艾 ; 康 安 1872; 梅 巾 (Ch， Meéray), 1869 。 
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| 一 en| > 8, #1 > nm: 
泊 有 擒 吉 ,有 zo, 使 |es 一 eol 之 2)12> m9， 起 vv 是 正 整 数 , 对 於 
Nv-1 改 有 及 使 ja。 一 mm 之 8, Ns 之 1-1、 由 是 
ny > dn TF E> >a + ve 
取 »z 苇 大, 可 使 m+ ve > 4; 因 之 am > 4， 此 奥 假 设 相 稀 突 ， 
,所 以 {ax) 是 一 亲本 数列 . | 
同样 可 证 Gi) , 屋 明 完 举 ， 
有 上 界 且 有 下 界 的 数 殉 ， 稳 篇 有 界 数 列 . 
定理 2 基本 归 区 是 一 有 界 骨 | 
证 明 ”发 {em) 是 一 基本 数列 , 那 末 必 有 m， 对 於 一 切 正 整 数 
.使 | 
lam 一 awmtr| < 1 
下 了 六， 因 a! 昭 |ap| 的 盖 小 於 或 等 放 | co 一 ip ;所 以 
lamts I< ian| +1, (p=1,2,.). 
设 mr 个 数 10 i, | 8021，… ,| mi|, om | 十 1 中 最 大 的 是 和 4, 那 末 
[al24 (2 = 1,2,..), 
广 明 完 办 ， 
定理 3。 假如 {4%1} 和 {60w} 是 雨 个 基本 数 刘 ， 那 未 


*® eo 0 © ee 


so eo 0 oo . 


© * .0 be 。 


证 明 发 s 是 一 正 有 理 数 , 那 末 必 有 人 么 和 入" 适合 
1 
| dm 一 Cmip [< | Dm’ 一 bm'rs 2%, 
p= 1, 2， 3， ""* 
设 > m', 那 未 ， 
| bm 一 Dmrp | | bmw’ 一 b=, | | Do 一 pro1< es 


52 实 画 数 花 
由 定理 2, 有 有 理 数 4 适合 | ax | < 4,| bo|<< 4. 由 是 


| (am 士 0m) 一 (am+p 士 bm+r) | = 
一 | (am oO— Omtp) + (Dm — bmtp)! ete = 2e, 
所 以 tam 十 bm} 和 {am 一 0m) 是 十 个 基本 数 刘 ， 叉 因 
[ambm—amtpbmis| = |Qm(Dm 一 bmrp) 十 Dm+p( Om— Omtp) < 
< Ae+ Ae = 2Ag, 
所 以 14n0n} 是 一 基本 数列 .最 后 ,从 


{an _ Om+p | 一 Ca( Dmip -- bm) 十 bmnl Gm 一 Qm+p) < 
| Dm Dm-tp bmDmip 
一 竺 二 人 ， 
c 
知道 2] 也 是 一 基本 数列 . 


定 闵 ” 称 一 基本 数列 是 一 实数 . 发 4 = lan} 和 5 = {0w} 是 
十 实数 ， 假 如 对 於 任 一 正 有 理 数 s,， 有 俯 通 合 
| Cm+p 一 pm+p| <<e (PD = 1, 2，…) 
时 , 称 a 和 与 2 相等 :4 = 0, 假如 有 正 有 理 数 5 和 mm, 使 
am-p 一 bmrp > 6 
项 於 一 切 正 整数 p 成 立 ， 则 称 4 大 於 5 了 :4 一 Di; 或 称 b 小 於 @: 
bia. 
定理 4 设 4 一 {4n},b = {0n) 是 两 实数 .三 个 关 傈 
a=b, a>b, a<b 
内 有 -个 或 立 , 且 只 有 一个 成 
证 明 因 & 与 6 都 大 基本 数列 ,所 以 对 於 任 一 有 理 数 e 有 也 
适合 从 
oan — omis| <e 和 lbm — bnis|<e (p=1,2,.). 
因 之 | (am 一 bm) 一 (Comp 一 bm+p) | 过 2e。 所 以 
Om — Om 一 26 < Amtp — Omtp Um — bm 十 26， 
(0 :=1, 2,3，…) 
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假如 有 。 使 上 式 雨山 同 符 号 ; 那 未 ， 党 两 下 党 志 正 的 有 时候 , 压 
6 = am — bm 一 2， 
我 们 得 着 amtp 一 bm+p 之 6 之 0, 此 时 4>0, 而 4a 关 5 且 @ 二 0. 
双 若 两 疯 都 是 负数 , 则 时 
bm 一 0m — 2e = 6, 
我 们 得 关 bmts 一 amp 之 6 之 0, 此 时 b>a,WMWiazxb 有 ba. 
假如 取 * 储 管 小 ,am 一 Dm 一 2s 晤 am 一 bm 十 2 昊 符号 , 那 
末 ,和 从 
Qnm 一 bn 十 2 全 0，om 一 Dom 一 25< 一 0 
得 | amrp 一 bi<<4e 人 =1,2,…)。 此 时 4 一 5， 并 且 
“< 一 5 和 <a 都 不 能 成 立 ， 避 明 完 蛙 . 
定理 5.。 若 {4x} 一 {Qn) ,49x 一 fx) 则 必 
{on 十 bn} = {a J {an — bn} = {0 — bn} 
{anbn} = {anbn}, 
双 若 bn 关 0 bw 二 0 且 {bn 闫 101, 盎 


证 明 ”由 假设 ,对 雁 任 一 正 有 理 数 e, 有 ?适合 
Umip 一 ntp| Ee, | Dm+p 一 bm+p| < (p= 1,2,3, …) 
又 因 基本 数列 必 有 界 ， 所 以 有 4 通 合 | am | 二 和 4， 10,| 过 有 4， 
lx | 过 和 ,1 2541 一 和 4。 由 是 ， 
| (gmtp +t bmtp) — (Gmtp 士 Dm+p) | < 26， 
[Gm+p Dntp 一 Qntp Om+s | < 24e. 
所 以 {qn 土 bn} = {0 土 04})，!Qn brn) 二 {0% Dj .又 因 {0n} 天 
天 {0},{0%) 天 10) 所 以 有 正 有 理 数 如 下 : 
Ibm — 0|>61bnrr — 0|>6, (2 = 1,2,.), 
从 而 


站 


mtp Cnmad 24e 2Ae (n=1,2,..). 
Dm+y Dm+p | Dm+pOmtp | 6 
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所 以 ie 一 已 下 定理 屋 尘 ， 
由 定理 5, 得 到 了 实数 的 加 法 .减法 和 乘法 的 
定 蒜 设 4 = (on} ,b= {bn) 是 两 实数 , 则 确实 数 (定理 3) 
lan + br}, {an 一 ban}, {anb, 
篇 “a 加 5 的 各 ', “a 泪 5 的 差 ', “a 与 5 的 乘 续 '; 顺 次 记 做 
@++b,a— b, ab., 
由 此 定义 , 易 证 
定理 6. 肯 具 寅 数 的 加 法 、 乘法 、 交 橡 律 . 咎 合 律 和 分 配 律 都 
人 全 o， 
ab = ba, (ab)e = a(bc), 
(0 + bce 一 CC 十 pc 
定 蒜 若 o = 4r} ,6 一 40w) 天 10), 则 ?9 般 以 5 除 4 的 


设 & 是 一 有 理 数 ,av 都 等 於 %, 那 末 将 实数 (让 做 
a* = {a0}. 

此 种 实数 a* 闸 的 运算 和 大 小 关公 和 与 有 理 数 章 的 泽 算 和 大 小 天 祭 ， 
实质 相同 ;例如 a* 过 5* 时 a 过 5. 实数 0* 的 概念 ,中 然 和 有 理 数 
a 的 构 念 不 相同 ,但 是 下 交 章 没有 区别 它们 的 必要 ， 所 以 ,对 应 於 
有 理 数 a 的 实数 a ,就 称 它 篇 实数 4， 由 是 有 班 数 至 体 , 成 党 实数 
的 一 部 分 了 。 若 实数 {0n) 不 对 应 从 有 理 数 , 就 是 襄 ，{as} 天 {0} 
(a 是 有 理 数 ) 的 时 候 , 称 {an} 篇 一 乱 理 数 . 优 理 数 的 存在 , 群 明 
礁 下 凶 ， 有理数 体 的 稠密 性 ,已 还 礁 前 ;现在 还 要 关 朋 实数 的 条 审 
性 ， 

定理 7， 设 a 一 {aw} ,0 一 {bnj 量 坪 偶数 . 车。 到 5. 划 必 有 
有 理 数 ¢ 局 4 与 2 之 闻 ， 
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证 明 玖 4 盖 0, 划 有 正 有 理 数 和信 旭 下 
(mt+p 一 bm+ip > 6 (了 一 1， 2， 3， 0 
由 基本 数列 的 性 师 ,有 4 和 基 合 於 2 之 ;; 且 


， 1 一 
| ary — tn | 6, | burp — On :之 


1 
于 ou 一 了 6 一 5, 奢 未 ， 
1 1, 1、 1 
d+p C= (Qtp 一 i) 二 5 一 一 了 十 5 419 之 0. 


所 以 4 汪 c. 叉 由 
上 1 
一 orp 一 (一 0 十 (如一 bot 一 3 一 1 一 5 一 


6. 


| 


得 c 之 5. 炉 之 , a 之。 之 5. 苯 明 完 尝 . 

定 头 大 从 0( 即 0* ) 之 实数 三 篇 正 数 ,小 0 之 实数 ， 称 得 
负数 .记号 一 (on} 表示 { 一 an}. 称 10| 篇 4 的 站 对 值 , 其 意义 
是 : 

篇 4 之 0 时 , |4a| = o, 当 <0 时 ,jal= 一 a. 

由 有 理 数 的 性 质 , 易 苛 

定理 8， 改 5 和 日 是 南朝 数 , 则 1abg| = a| .151， 

ia 一 Is le+bl 生 lzl+10|. 
a a 
党 5 天 0 时,| 名 | 一 1 

用 有 理 数 的 基本 数列 做 出 发 点 ,来 建立 实数 的 理 葵 ,得 到 了 有 
理 数 以 外 的 数 一 无 理 数 。 然则 从 实数 的 “基本 数列 "做 出 发 点 ， 
址 可 以 得 着 实数 以 外 的 数 应 ? 实数 的 基本 数列 之 定义 和 理论 ,可 
以 仿照 有 理 数 的 基本 数列 表 壕 出 来 : 设 。 是 任 一 正 数 ，an 都 是 实 
数 , 若 及 适合 

[om — amto|<e (p=1,2,..) 
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加 ,各 jan) 是 是 一 实数 基本 数列 ， 用 通 征 数列 定 2 < 新 数 ”， 其 
大 小 .相等 .和 、`、 差 、 禹 和 商 的 定义 ,可 依 前 说 出 ， 又 设 “ 是 一 实数 ， 
定名 是 <、 个 生 区 数 内 基 本 到-- 生 且 下 本 数 ， 机 < 
这 0, 有 ww 如 下 : 
Lam ~ am+rp| ee (p= 1,2,..). 

於 此 不 妨 假设 ar 天 an (2 一 上, 2, …)， 由 定理 ?1，cr 与 an 之 
间 必 各 有理 数 an; 而 

[om 一 Gmtp| < |am 一 cm| 十 |am 一 amtp |+ Qnty 一 Qmtp < 

< |am 一 amHi 十 十 | em ceom+oH | < 3e， 

所 以 tan} 是 一 有 理 数 的 基本 数 烈 , 它 礁 定 一 信 祷 数 . 由 减法 的 定 
闵 : 

f {am} 一 {Gm} = {em 一 Gm} = {0}, 
最 后 ,从 [amtp 一 0m4p | 过 | cmrp 一 cm+oh | 二 6 得 到 : 

{an} = {0n}. 
所 以 从 实数 的 基本 数列 , 决 不 会 产生 新 的 数 . 记 和 = {0x}. 
定理 9。 发 {am} 是 一 -实数 的 数列 ， 假如 对 一 任意 正 数 e， 


如 圭一 件 意 下 
m 遗 合 


| cm 一 cm+g | 过 e (Pp = 1,2,3,..), 
那 末 必 有 如 下 的 实数 2: | a 一 | 一 。(% 之 m)， 
定 闵 对 众 任 一 正 数 。, 有 名 各 合 |an 一 <| 二 e (4 之 m) 峙 ， 
称 tc; 收 化 扒 rc，(o} 是 一 收 禾 数列， 此 时 大 他 种 限 存 在 , 甚 概 


跟 值 是 v: 以 记 器 ” 


表示 之 . 
由 定理 9 得 着 
定理 10， 极限 lim 存在 的 充 要 休 件 ， 是 对 欠 任 一 正 数 。 
有 通 人 
| em -Goal < (p= 1,2,5,.}. 
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三 限 估 lim a,, 在 在 睹 ， 它 是 一 .个 实数 . 
极限 的 概念 ， 是 数学 基础 概念 之 一 , 它 建筑 巷 实 数 概念 之 上 ; 
所 以 , 优 理 数论 是 数学 的 一 个 共 本 理论 . 
“5. 实数 的 疼 示 法 设 9 是 大 礁 1 的 一 个 正 整数 ,7 是 任 一 正 
整数 , 孝 未 有 一 组 整数 ao m1，… tn 通 合 於 
No 一 加 十 09 二 + 0 二 二 Ung (1) 
Oa On goan > 0. 
证 样 的 整数 wo …, an 届 有 一 组 ， 因 篇 mw 是 以 9 除 ?no 的 剩 租 ,所 
以 0 吉之 0, 吐 MWo = M19 十 to, Wu 是 以 9 除 ?io 的 商 ,所 以 oo， 
1 只 有 一 棚 ( 网 前 整数 的 除法 )， 如 是 进行 ,适合 
Mm, 一 MO a (v= 0,1,2,..) 
0 
的 @, 和 mn 仅 限 於 一 租 。 当 7 过 9 时, 填 &x 二 mr,; 旭 (1) 成 
立 ,县 知 co …, an 限 於 一 租 ; 而 tx 之 0。 有 所 以 用 9 个 记号 0, 1， 
,9 一 1 就 可 以 表示 一 切 正 整 数 了 ， 设 吧 是 一 正 整数 , 则 一 笃 
是 一 仿 整 数 ， 如 是 ,一 切 整 数 都 有 了 记号 。 9 篇 10 时 ,就 是 十 进 


法 . 
设 0，D2 … 都 是 小 於 9 而 大 於 0 的 整数 . 作 
On 一 b 十 Da 十 … 十 br 
g 绊 9" 
对 来 1 b b 
二 全 | mm 二 
dm Omtp 四 gt (bmn 十 1 - 十 4) < 
9 ( 工 二 二 上 一- 
一 i 1 十 gy 十 十 g/g 
所 以 {ax} 是 一 实数 ,用 记号 
a = 名 + 名 十 一 {D1, bo, bs, -… } 
9 gq 


表示 。 称 1b 0 … 是 一 9 进位 小 数 ， 因 us < 上 ,所 以 一 切 小 数 
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都 在 [0, 1] 之 中 . 


那 末 
bo 十 {0 bs, 下 
是 实数 的 一 般 形式 . 
证 明 坊 2 是 一 实数 , 则 必 有 整数 2。 通 合 
Do<2<5 十 1. 
因 之 ,0 委 9(2 一 bo) 过 gg， 所 以 有 整数 5b, 通 合 
Hgi— b+1, 0 < yg. 
车 bo, bi,…, bn 共有 性 硅 0 委 多 <<9 (2 ==1,2,…,%) 和 
7 
那 未 必 有 整数 bw， 适合 bn 过 ongnH < DT 二 Do 所 9 
因 


lim xzn 一 0。 


所 以 x = bo 十 {p po 小 .定理 发 毕 , 
然则 不 同 两 小 数 可 以 表示 同一 实数 订 ? 设 
{1D， pb = {0 ca …)， 
D = 6 po 一 Co Di = Cn Cn Cn 


旧 


_ _ Cnti 一 bnti Cntz 一 Untg 
0 < 之 On Cn 一 7 - 十 一 - “ 十 < 


< 一 上 (1 二 + 工 十 二 十 …) = 1 
9 9 9 
因 bm -- cn 是 一 整数 ,所 以 从 0 过 bm 一 cm 忒 1, 得 bn 一 Cn=1. 
因 之 

Cn+l 一 Onti = Cnta 一 Dnta 一 一 0 一 1， 

Cn 一 Ca 一 一 0 一 1，pD 一 Di 一 … 一 0. 


定理 全 毕 . 


四 第 二 章 ” 视 数 59 


定理 2. 河 光 = {01, bo "= {cl » Ca *” "| .BO1 Cl, bn-1 一 


= Cw- bn 之 cn, 则 是 一 有 理 数 ,其 形式 起 
z 一生 十 2 二 十 2 
y 9 9g” 
党 ba = bn 一 … 一 0 时 , 称 {bi bs = {D1 …, bn} 篇 
一 有 限 小 数 . 


有 限 小 数 必 篇 一 有 理 数 , 那 末 , 怎样 的 有 班 数 可 用 有 限 小 数 来 
表示 了 呢 ? 若 有 处 数 ,的 分 子 了 与 分 母 4 央 优 大 从 1 的 公 因子 , 称 站 
乱 一 睹 区 分 数 . 正 整 数 ? 除 1 与 ?而 外 无 因 于 时 , 称 ? 是 一 质数 . 

定理 3. 猎狗 分 数 -了 ( 盖 0 而 过 可 用 基数 9g 的 有 限 小 数 


* ee © * +* 


ee 


证 明 绥 7 =7。 由 除法 
yog = Di9 十 Ya， 0 委 人 < 
719 = Da 十 72， 0< 妇 和 < di; 
所 以 rrg 一 Tih 是 4 的 倍数 ,用 式 子 749 三 ?rr (mod g) 来 记 它 ， 
和 种 等 式 叫做 同 父 等 式 。 由 是 
Tm rm 三 的 三 … 三 go(modqdg). 
车 ?Tn = 0, 则 -7 一 {D 0 bw) ,此 时 9”7 = 0 (mod gq), 所 以 
4 的 任何 质数 因子 ,是 9 的 因子 。 有 反 过 来 说, 假如 4 的 任何 质数 因 
都 是 9 的 因子 , 那 未 ,到 m 通 当 大 , 9” 可 用 4 除 意 . 因 之 
rn 9™7 三 0 (mod g), 
六 yw < 过 9, 所 以 Tm 一 0。 从 明 完 举 ， 
设 二 = {by bs …} 是 一 无 限 小 数 ,小 认 9 的 4 个 正 整 数 77， 
,74 中 至 少 要 有 十 个 相等 . 设 
Tm = Tm—k (mq, Kk < 1), 
则 Ymg = Tm-i9;0mti9 十 Tmti 一 Dm-k4+id 十 Tm-pt1。 册 是 ， 


A 


.00 人 叶 琅 数 六 


Yn = Vm-ktl: bmti = Vm it 
Tmts 一 Vn kt Omt2 = 一 On 于 2 
Pmt 一 may Dm+g 一 py 


所 以 上 个 商 ba bm-x42，"…，bm 循环 发 生 , 没 有 弥 了 。 此 箱 小 
数 稀 篇 贞 环 小 数 , 简 书 篇 

网 = {0D, Do, eo, Dm Om_ptis Do ,Dm }, 
稳 {mi bm) 篇 它 的 循环 人 节 ， 反 过 来 说 , 储 环 小数 一 定 表示 
种 数 :定年 上 ， 

{01 ”° ~" Dmktls "oy bm} 一 { Di， 机 bm_gp} 十 


十 i {Om-ktl "ss Om! Q 十 十 本 十 …) = 


三 {01, "yp Dm_r} 十 De 


我 们 谤 明了 下 面 的 

定理 +。 循环 小 数 用 一 有 理 数 ， 有 更 数 星 - 凝 数 奥 一 循环 小 
数 之 和 

定 闵 循环 凶 始 自 b; 的 , 称 乱 纯 循 环 小 数 : 若 不 然 , 称 之 需 灯 


定理 5。 裔 二 5 是 一 猎狗 分 数 ， 了 可 用 9 进位 的 纯 循 环 小 数 


证 明 股 二 一 加 bs,…} 的 循环 节 是 12 …, bm}, 出 
由 ?m = 二 yz 得 
gr"7 三 gtr (mod ON. 
然 了 上 与 4 之 闻 扰 会 因子 ,所 以 
g™*(g—1)=0 (mod 9). 
反 过 来 说 ,上 式 成 立时 ,由 7? 乘 后 , 即 得 
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rm 二 Tm (mod gq). 
因 一 切 和 # 都 小 礁 89, 所 以 7?m 一 7?m-s。 册 是 ,上 南 关 公 
Tm 二 Tm-k 晒 g™*(g* 一 1) 三 0 (mod 9g) 
的 价值 是 一 样 的 ， 假 如 4 与 9 章 人 无 公 因子 , 邢 林 ,两 关公 
rm 二 ?7m_k 纵 g* 三 1 (modd) 
是 同 价值 ,后 者 与 m 无 天保 ,所 以 可 设 w= 上 从 前 者 ,而 得 ?k==7o= 
二 7， 由 是 得 着 纯 循 环 小 数 : 
= {01, bo, -, Dy}. 


a 
假如 4, 9 间 有 大 於 1 的 公 因 子 bp, 那 未 不 能 得 7x = ?+。 车 不 
然 , 则 由 % = ,得 
g* 汪 1 (modg). 
因 之 4* 三 1(mod p)。 这 是 不 可 能 的 事 , 因 篇 p 可 以 除 画 9 的 各 
故 , 定 理由 是 莓 星 . 
系 ”一 切 不 循环 的 小 数 都 是 无 理 数 . 


例 设 = 是 一 既 葛 分 数 , 用 十 进位 小 数 表示 它 的 时 候 , 要 明 
白 它 的 循 刺 性 时 将 9 写作 
“58.N(g 守 0，B 守 0, 7 红 10 没有 公物 数 ). 
车 多 二 1 , 那 未 4 = 2°. 58 由 定理 3, 知 - 本 是 -一 十 进位 的 有 限 
少数 
ia 一 有 =0. 划 由 定理 5， 一 元 是 一 十 进位 的 契 循 瑟 小 
数 ; 它 的 循环 凶 的 数字 个 数 是 适合 
10* 三 1 (mod n) (1) 
的 最 小 整数 
若 nn 之 1,7=? th + 二 有 >>0, 则 由 定理 5， 了 是 一 
g 


十 进位 的 杂 循 环 小 数 , 设 是 适合 (1) 的 最 小 整数 , 那 末 ， 
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107 (10* 一 1) 三 0 (mod oq). 
循环 和 节 和 从 第 7 + 1 位 开始 ,循环 凶 的 数字 个 数 笼 郊 ， 所 以 六 的 形 
式 是 


0. bb, ? or TAI THAT "*" Th, 

6. 乘 吓 方 根 对 数 设 % 是 一 整数 ,4 是 -实数 , 那 末 和 党 ao 天 0 
的 上 时候, a 的 冬 ' 了 中 的 意义 ,可 规定 如 前 . a 是 有 理 数 的 时 候 . 指 
数 律 的 成 立 ,也 不 如 逐一 慎 明 : 乘 一 的 道 是 方 根 , 现 在 先 证 

定理 1。 设 4 之 0, 2% 是 一 正 整数 , 那 未 必 市 (唯一 的 ) 正 数 w 

证 明 车 是 一 有 理 数 的 ? 乘 一 , 那 未 定理 自然 成 立 。 假如 
不 然 ,一 定 有 整数 2 适合 

br Labot1)" (bo 0)., 


又 因 三 数 如 ,， (bo + 5) ,(bo + 1)* 都 不 等 於 4, 所 以 有 5 重合 


1 TI 十 D 
(Bot 30) <a<(b + ),， bi(0—1)=0. 
如 是 条 贸 进行 , 泥 众 任 一 正 整 数 收 , 必 有 br 适合 
(zw t+ + 二) <a< (ob + + + ) 
br (br CO—1) = 0. 
bi bi bx. 
填 a 一 bo 十 3 十 "On = bo 十 了 十 … 十 元: 导 来.{ooj = 
= co 一 4. 双 若 和 有 >0, 那 未 8 天 0w。 王 有 明 完 蛙 ， 
定 闵 定 测 1 中 的 <, 稳 偏 c 的 7 方 根 ,可 之 访 
w= fg = az， 


二 方 根 ,三 方 根 ,通称 篇 平方 根 ,立方 根 . 4 的 平方 根 简 写作 和 a ， 


® 9 so ee eo 0 + °° 0 eo 1 0 0 ee 9 9 ee 


自 定理 工 正 数 的 正 的 7 方 根 是 独 一 揪 二 的 ， 设 mn 是 一 个 整 
数 , 定 (Ya )" 是 a 的 正 值 ; mm 二 0 竺 , 定 
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本 
a 一 人 但 1” 三 mm. 


Cy Mar = air， 
(二 ) 〈o) = CH， 
(三 ) Wh 一 (08)7. 
还 三 个 关 傈 禄 篇 ( 有 理 数 的 ) 指 数 律 , w 等 者 是正 数 ， 
证 明 管 w2 篇 有 理 数 时 ， 指 数 律 已 还 候 抽 ， 今 先 悚 
Car) = (mt (1) 


Pia a = (aT) 二 BB， 奢 末 a = oo 一 B= a 
所 以 ， 
B 一 em 一 (om)m， 
其 次 , 设 4= 2 工 . 置 ox or 一 “， 那 未 由 


Co = (MT ) Ys 一 Ga079 一 CtPe+79 (1) 
C = OATR 
所 以 (一 ) 成 并 。 同样 可 将 ( 二 ) 和 所 (三)。 流明 完 黑 ， 
定 蒜 ” 称 w 需 乘 >,o 是 乘 一 的 底 , 4 是 乘 一 的 指数 . 
要 定 指数 是 撼 理 数 的 乘 一 , 先 葵 
定理 3. 设 4 之 0,4 是 一 正 有 理 数 ， 财 示 ， 当 4=1 时， 


ee 


0* 一 当 导 二 1 了 时 ， a > 1; 4 < 之 1 时 ,0 之 1,， 

证 明 置 )-- ， 站 是 一 弃 狗 分 数 。 ”假如 a? 二 1， 那 未 
(ax)? 之 1, 即 0? 和 之 1。 此 精 果 当 4 之 1 时 不 会 发 生 的 。 所 以 当 
4 之 1 时, ox >1, 同 样 可 下 5 二 1 含有 叹 入 1. 伍 明 完 畦 . 

条 1 发 > >0, 》 是 一 正 有 理 数 ; 那 未 , ox >> 以， 


人 


证 明 因 名 之 1 所 以 (4) >>1, 即 2 之, 
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条 2 设 1 捷 都 是 正 有 理 数 , 1 盖 A, 若 4 盖 1, 则 吧 盖 ol 


又 着 gi 则 pa 
今 设 是 一 正人 无 理 数 ,4 之 0. 设 4= (b, 0s,…}， 
Un 一 {D1 Da，…， bn} 。 
由 定理 3 的 条 2，{%“"} 是 一 单 笛 数列 ， 管 4 二 1 时 {a%ri 是 单调 
增加 . 设 7 是 大 礁 4 的 一 有 理 数 , 那 末 由 
Oni<<7r, a>l 
得 "< a'r。 所 以 极限 lim arr 存在 . 若 4< 1， 划 因 0< 0""， 
所 以 lim a** 也 存在 . 
其 次 , 属 朋 


lim on = lim bn = 42> 0, 
含有 lim ae = lim at*， 先 设 a 并 尖 众 正 数 。, 取 正 整数 入 使 
(1 十 e)N>>a. 有 双 取 信使 

fo b> mn), 


那 末 0x 一 < 一 oa。 + 广 ， 因 之 ,ao 方 一 am < antN， 


QQ AN - 1) < oo 一 or < 一 omo (dx 1), (n> m). 
设 am 二 7, 央 右 端 小 於 Q's, 左 端 大 认 一 Q's, 所 以 
ja a | < ae (n> m). 
由 是 lima” = lim wo。 车 0 过 @ 过 1， 则 因 


。 1 \az , 1 \bn 
lim (2) = lim (2) ， 
又 得 着 lim grr = lim a?*。 由 是 我 们 履 明 了 
定理 4， 设 4 之 0,4 之 0, 若 4 = too 一 40 那 末 ,1im on 
和 lim ?rs 都 存在 ， 旦 相等 . 
定义 设 & 之 1， 1 = {an) >0, 定 limae = a ( 正 数 )、 


双 定 aq 一 工 ， n=1., 
. 和 a 


第 二 章 实 数 65 


定理 5。， 设 4 之 0, 之 0; 71, 4 都 是 实数 .及 未 ,指数 律 


2. 0 = QT (0A) = MW, Ob* = (ab) 


成 立 . 
证 明 设 4= {ox), 二 40x} , 旧 由 定理 2. 
Qn br = entbn, (On) or 一 Un Orb = (Ob )s, 
取 其 榴 限 , 即 得 定理 中 的 三 个 规律 欧 明 完毕 ， 
对 数 的 堆 礁 ,在 下 面 的 定理 . 
定理 6。 设 0 这 0,5>0,b 关 1， 适 合 0” 二 a 的 实数 必 存 
在 , 且 限 於 一 个 . 
证 明 设 2 之 1. 着 有 有 理 数 使 0: 等 从 那 末 2 就 是 所 
要 的 实数 .假如 没有 过 翌 的 有 理 数 ， 那 示 一 定 有 整数 bo 适合 
bos -一 w < Dotl. 
且 有 整数 by b,, … 通 合 Dk (Di 1) 一 0 恒 


b 
ot a 1 二。 + tl 。 
2 


bt TE Lab 
种 2 一 如 十 卫 十 …, 即 得 ”= ao， 若 5 过 1, 则 由 
i1\” 1 
(3) -二 z 
得 b* = m. 若 Z 关 3 则 2 天 1， br br. 君 举 . 
定义 设 0 二 5 关 1,4>>0， 适 合 b” = a 的 x*, 称 之 篇 以 0 


” 作 底 之 & 的 对 数 ,写作 


x = logy, au。 
由 此 定义 , 易 知 : 当 5 盖 0,2 和 关 1,4 盖 0,0 一 0 时， 
logs (ga’) = logew 十 log5 a’, 
logs 2 = logs a’ 一 IJogpa， 
a 


7. 特 德 金 特 的 乱 理 数论 特 德 金 特 ? 的 “ 连 纯 性 与 无 理 数 " 一 
1) 特 德 爹 特 (R. Dedekind) 1831 一 1916。 


< 一- 
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书 巩 1872 出 版 , 书 中 人 无 理 数 的 概念 , 叭 以 有 理 数 篇 出 发 点 ,然而 亚 
不 用 基本 数 烈 . 设 是 有 理 数 的 全 体 , 分 忆 希 南部 分 与 忆 , 使 
(1) ER 与 BR 都 不 是 空 的 ， 
(2) Ri 中 住 何 数 小 於 Ks 中 任何 数 ， 
(3) 假如 Rl 有 最 大 数 7, 则 将 7 称 入 BR,， 
称 着 样 的 分 法 篇 BR 的 一 个 分 割 , 记 之 以 (六 | 有)。 称 下 中 的 数 篇 
《( 尼 | Rs) 的 下 级 数 , Rs 中 的 数 篇 (BB | Ry) 的 上 级 数 。 
假如 总 具有 最 小 数 7,， 则 称 (五 :| Rs) 是 由 7 所 分 成 的 ; 或 是 
说 : (局 | 已 ) 对 应 于 有 再 数 ~ 记 之 以 7* = (Ri| R)。 然 忆 的 任 
一 分 害 (Ri | RR,) 不 一 定 兹 应 众 一 有 理 数 。 例如 到 正 有 理 数 7 的 平 
方 大 於 2 的 一 切 数 ,如其 全 体 篇 Rs, 其 儿 一 切 有 理 数 组 成 已 ; 那 末 
(R | Rs) 的 应 鳞 最 个 有 理 数 , 二 上 且 羽 :没有 了 报 大 的 有 理 数 。 篇 
介 魔 呢 ? 设 7? 是 一 正 有 理 数 , 那 末 
一 4 二 37 
3 二 27 


也 是 一 正 有 理 数 ,而 
六 = (8 十 247 十 3) TT-2 go 92 一 2 ， 
《3 十 27)? (3 十 27 六 
人 一 JS 二 127 47) (2) 
(3 十 27)? 
车 7 《Rp， 则 2 之 2; 由 (1)， 开 全 2 因 之 7< 瑟 、 由 (2)7<7， 
所 以 Ros 无 最 小 数 . 车 7 记 ， 划 由 (1)7& ai 由 (2)7 全 7 
所 以 Ri 没有 最 大 数 . 得 辕 果 如 下 : 
定理 1， 不 半 应 於 任何 有 理 数 的 分 割 (Ri| R) 是 存在 的 ， 
定理 2. 设 民 忆 下 ， M0. 
(一 ) 假如 7?《 MM 和 x 过 7 合 有 z《 对 ,县 M 扰 最 大 数 ， 那 


末 , 壬 


(1) 


72 :72 一 


R=M R=R—M - 
时 ， (Ri | Fs) 成 一 分 割 . 
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(二 ) 假如 7 上 的 和 7<2 人 含有 26 而 ， 且 瑟 一 无 最 大 
数 , 那 未 ,等 


R=R—M, FRE.=M 
暑 , (| R,) 成 一 分 前 
证 明 因 术 是 RR 的 不 空 里 于 集 ,所 以 R0, Rs 才 0. 
设 上 《RE 草 由 BR 和 的 定义 , 7" 过?72. 又 因 尺 优 
最 大 数 , 所 以 (Ri| Rs) 成 一 分 割 ， 定理 媳 时 。 
分 割 之 大 小 设 = (4| 4),P = (Bi|B,) 是 两 分 割 。 
若 4 = 了, 那 未 说 :a 等 於 B, 守之 以 a = B. 若 41> B， 
那 示 膏 : a 大 於 8, 或 是 说 8 小 於 <c<。 记 之 以 
ac 有 8 或 Ba 
a=B, «>B, a<Bp 
必 有 一 个 成 立 , 且 只 有 一 个 成 立 ， 
Bi, 或 B 中 有 数 不 恬 礁 41,。 假如 前 者 成 立 : 
7E A, r&B,, 
那 末 7E Bas。 所 以 Bi 中 任何 数 小 於 7. 因 之 26 4 
A 二 五， 
此 时“ > B,， 假如 Bl 有 数 不 属 雁 41, 则 8 二 x， 定 理 杂 办 ， 


定理 4。 设 4 = (4 | 4,), 6 = (Di|B,). a >B 的 充 要 人 杀 件 
是 41.Bs 考 0, 

定理 5.。 设 < = (41| 4,),B = (Bl B2),r = (C1|C,). 两 
关 傈 < 之 8 和 有 B 盖 7, 合 有 < 一 7. 

证 明 因 a>B, 所 以 41 了 > Bl， 然 B>7, 由 定理 4 知 本 C2 天 
天 0， 因 之 4iCs 天 0. 双 由 定理 4, a 盖 7， 证明 完毕 . 

对 请 於 有 班 数 0 的 分 割 0”= (01|02) 称 篇 零 ,大雁 零 的 分 割 


68 实 本 数 论 - 


称 坊 正 分 草 ,小 於 零 的 分 割 称 需 负 分 割 . 

定理 6。 若 有 理 数 “个 从 有 于 ; 则 a < 

证 明 设 a* = (4,|4,),5” = (Bi|B,), 则 a,5 是 4, B; 的 
最 沾 数 . 因 w<< ,所 以 4 C B,. 因 之 a* < 过 0*. 何 明 和 完 暴 . 
- 分 割 的 和 设 4 = (A 42),B = (Bi|B).。 a0 bb 分 

别 表 示 4 4 Bl B, 中 任意 的 有 理 数 。 设 C2 是 一 切 0w 十 04 的 

至 体 . C1 = 忆 一 Cs, 那 来 , (Ca| Ca) 是 一 分 割 (定理 2) , 称 此 分 制 
篇 “< 熏 有 的 和 ,用 记号 


a 十 有 = (CCa) 
表示 . 易 知 分 割 的 加 法 , 祷 足 交换 律 与 结合 律 ; 
g++B=Bi+a, (a+BP)+7r7=ae+t+(B+7r),. ， 

定理 7。， 设 a,b 是 两 有 理 数 , 那 末 a* + 5* = (0 十 6)*. 

妖 明 发 or =(A1| 42)，D” =(B|B,), (a+b)*=(C1|C,). 

若 ca€《Cs 央 c=at+b+2s,8 之 0， 记 Q+e=awb5+ 
十 < = 02, 那 未 02《 A, bs€ Bcs= 0 十 63a. 所 以 co 是 a 十 b* 
的 一 上 级 数 。 反 过 求 膏 ，a" 十 8” 的 任 一 上 级 数 oo 十 2 尺 不 小 
於 &@ 十 05, 所 以 属於 C,。 由 是 , a* 十 b* 中 .上航 数 的 公 体 就 是 C，， 
办 之 , a” 十 5* = (&g 十 0)*, 六 有 明 完 举 ， 

定理 8. 设 = 一 (4 | A,),B 一 (Bi| Bs),7 一 (Ci| Co) 。 车 
a<B 则 z+7<B+7. 

证 明 ”由 假设 a 过 得 着 Alc Bi, 在 B, 一 和 4 中 取 雨 数 1 
和 %, rt 之 %, 0 和 % 都 在 Bi 中 ,也 都 在 4s 中 .在 Cu Cs 中 各 取 
一 数 6, cs, 又 取 正 整 数 和 N 英 大 ,可 使 

G+N(m—n)> 6. 

十 1 个 数 : cl ci 十 (一 7%), Ci 十 2(m 一 %),…, Cr 十 
二 Nm 一 2) ,第 一 个 数 c 属於 01, 最 后 的 数 属 礁 C2. 其 中 必 有 相 
必 两 数 , 前 者 属於 c1, 后 者 属 雁 cs, 十 数 的 落 是 一 %, 即 有 如 下 
的 两 数 和 c: 
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C 一 CC 一 说 一 CECDCc EC 
由 是 cz 十 和 = 0 十 人 N。 左 端 是 a 十 7 的 上 航 数 , 右 端 是 7 十 有 
的 下 级 数 . 所 以 < 十 7 之 Bb +7r. 八 明 完 丝 . 

分 割 的 差 设 <= (4:14:),8 = (31D:), 双 设 C* 是 om 一 
一 D: 的 全体 ,但 ke 4 50 和 Di 置 C = 天 一 C 则 (ClCa) 成 
一 分 害 ( 当 Cl 有 最 大 数 时 ,将 此 数 移入 Cs)。 定 

a— B= (Ci|C;), 0*—B= 一 有 

(Ci1Ca) 何以 成 一 分 逢 呢 ? 设 ww 一 《Cy, 假 如 有 理 数 2 大 於 四 一 
一 忆 , 那 末 


X= {mt (T+ 0) — bE€ Cs, . 
双 C1 决 不 是 空 的 ,车 C1 = 0, 那 末 一 by 可 以 高 做 6s 一 0 但 
是 从 
mm— b= a — bi 

得 着 矛盾 a 一 4 = 如 一 Db。 因 篇 左 端 是 负 而 右 端 是 正 的 . 故 由 
定理 2, (C1| C02) 是 一 分 割 . 

定理 9， 设 “和 6 是 十 有理数 , 则 a* 一 b* = (& 一 5b)*. 

证 明 ”分割 &* 一 0* 的 上 级 数 的 一 般 形 式 是 

(CC 二 6) 一 (一 6)， 

es 和 都 是 正 的 有 理 数 . (aa 一 5) 十 (se 十 es) 是 (@ 一 5)* 
的 上 级 数 。 又 (a 一 9)* 的 上 级 数 


(a—b)+e=(e+t)—(0—<) 


2 


也 是 4” 一 六 的 上 级 数 . 有 理 数 & 一 5 是 a” 一 0* 的 上 级 数 , 了 世 

是 (4 一 0)* 的 上 航 数 . 所 以 一 8” = (& -2)*。 尊 朋 完 毕 .- 

分 割 的 乘积 设 a= (Ai | 42) 之 0 ，8= (五 :| B,) 之 0 ， 

则 4 Bs 中 一 切 数 0o, bs 都 是 正 有 理 数 或 0。 由 定理 2, 乘积 asb。 
的 全 体 Cs 成 一 分 割 (C11C2) 的 上 和 极 。 定 
(C1|Cs) = ap， 
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x( 一 8) = 一 (cpb)= (一 ca)8,( 一 c)( 一 有 8) 一 cp8. 
所 以 葛 惧 分 苦 的 乘法 ,其 交换 律 aB = Ba 和 智 合 律 (z8)7r=a(B7) 
都 成 立 。 现 在 体 明 分 配 律 . 

定理 10. 设 4 = (41| 4,),B = (Bi|B,),r = (Ci | Cj 划 

(a + B)r =ar + BY. 
证 明 不 妨 假 设 < 宇 0*, 之 0*,7 之 0’, 说 
(gt Br = (Di|D;,), ar + Br = (2 | EE,), 

登 明 D, = 五 :好 了 .了 :中 之 数 ,其 形式 是 (oa 十 pa) Ca = C2 十 
十 bzcz《 玖 3。。 双 五 ?中 的 数 , 其 形式 是 


qucs 十 De > (2 _ | )(as + b,) € D,, 


媳 朋 完 界 ， 

定理 11， 设 ,5 是 十 有 理 数 , 央 a*b* = (abD)*， 

证 明 ”从 略 . 

分 割 的 商 心 w = (4i14) 二 0 有 B= (PiB) 盖 0。 则 
B, 中 含有 正 数 . 设 具 有 形式 
(Lk As bk Bs bs >0) 


的 有 理 数 之 全 体 需 凡 . 落 玉 一 型 有 最 大 数 7 .出 置 

Ni 二 ( 民 一 除去 ?7)， Mz = (机 加 入 7). 
车 BR 一 站 没有 最 大 数 , 那 未 , 置 Mi = R 一 M, MM, = M, (Mi|M,) 
成 一 分 割 : 因 篇 型 ; 含有 负数 , 所 以 1 和 Mi, 都 不 是 空 的 。 又 设 
ok As, 0 € Bi, 01 > 90, “> 屯 ,' 则 有 大 认 1 的 如 下 : 


sd de 


bl ob 
所 以 zE 14 定语 = (M,| M,). 
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所 以 党 6 天 0" 的 时 候 ， 号 有 意 六 是 万 以 有 除 = 的 商 . 由 定 六 
即 得 

定理 12， 发 ",! 是 十 有 理 数 ,5 天 0, 则 9， =- (全 ) . 


定理 13. 设 a 一 (Ai| 4 )， 8B= (五 | Bo) 天 0 ,出 B . B= 


证 明 设 a 之 0*, p>0*, 心 “ 不 对 订 基 有 理 数 , 则 分 制 Bx 


x 3 之 上 级 数 的 一 般 形 式 是 


bs: = P20 (b>0, bi€ Bi bs € Ba, a € As). 
1 1 


得 是 大 从 @ 的 数 ,所 以 属於 4s。。 双 任 取 4s 的 数 a, hs 中 必 有 数 

几 < w, 那 末 d = >1. 设 b& Bj, 取 NN 芯 大 , 则 和 N 十 1 个 数 
bi, bid, bl, .…., biAN 

的 第 一 个 数 属於 B,, 而 使 Adw € 可 所 以 其 中 有 相 淹 两 数 5 如 

如 下 : 

: bi€ Ba, bk Ba, 天 一 他 


由 是 w = 外 信 所 以 由 是 有 “之 一 上 般 数 ， 因 之 B. 名 0 


假如 “ 对 应 大 有 理 数 %, 那 末 , 4&《 4s. 从 上 面 的 伍 明 ,知道 
Da2 " 时 € 4,, 


且 o 天 时 ,mm 篇 月， 所 的 上 般 数 . 所 以 (41|1 44) = 8B.… jE 
杂 明 完 举 。 

定义 每 一 (有 理 数 全 苯 的 ) 分 割 ,是 一 实数 。 

对 应 共有 理 数 的 分 割 a*, 其 闫 之 大 小 关 傈 ,四 划 演 算 ,与 有 理 
数 关 的 大 小 关 傈 ,四 则 演算 , 实质 相同 (定理 6,7, 9, 11, 12). 根 
据 过 个 理由 , 定 a* 就 是 a。 半 应 从 有 理 数 的 分 割 , 称 篇 有 理 数 ,不 
六 麻 从 有 理 数 的 分 割 , 称 它 做 无 理 数 ; 由 定理 1, 无 理 数 是 存在 的 ， 


+. 


2 香 柄 数 论 
， 设 o 是 一 无 理 数 ， 以 是 一 有 理 数 ， u 殊 0 的 话 ,从 


a= (+a)— gm , 
a 


知道 a 十 a, aa 都 是 无 理 数 。 所 以 撼 理 数 的 个 数 是 无 限 的。 车 
«= (A|A)>BP = (B|B,),a& BA, 
旧 B6< 之 4 过 a。 所 以 任何 南 实 数 王 , 必 有 有 理 数 . 因 之 任何 两 数 
间 , 必 有 无数 个 有 理 数 . 设 4 是 一 无 理 数 , 当 6 过 7 时 ,由 定理 8， 
+ B<a+t+7. 

设 7? 是 一 有 理 数 ,a 十 BB 过 7? 二 a 十 7, 那 未 ,过 7 一 a 近 7, 因 
“是 一 无 理 数 ， 所 以 6 与 7 之 间 有 无数 个 无 埋 数 ， 就 是 膏 : 任何 
两 实数 间 ， 有 乱 数 的 有 理 数 和 无 理 数 ， 适 叫做 实数 的 稠密 性 . 

实数 之 绝 潮 值 的 意 狼 ,可 定 如 前 .出 是 可 定 构 限 的 役 念 ,而 下 
煞 数 列 的 议论, 可 进行 如 前 . 

从 有 理 数 全 钵 的 分 戎 ,得 着 有 理 数 以 外 的 数 一 一 扰 理 数 , 然 别 
和 从 实数 全 钵 的 分 淹 , 可 以 得 着 实数 以 外 的 数 麻 ? 下 面 的 定理 予以 
否定 的 回答 。 到 是 “实数 体 的 速 续 性 ' ,也 是 特 德 金 特 理论 的 基本 
定理 : 

定理 14. 将 实数 全 体 分 篇 十 部 分 Bi 和 区 2;: 

(i)” 名! 和 %r 都 含有 实数 ， | 

(ii) Bi 中 任何 数 个 於 更 : 中 的 任何 数 . 
那 末 , 当 儿 ! 疫 有 最 大 数 上 时， 多 ?一 定 有 最 小 数 ， 

证 明 ” 坑 多 ;是 多 中 一 切 有 理 数 的 集 , 22。 是 多 ,中 一 切 有 
理 数 的 集 . 假如 名! 有 最 大 数 7, 那 未 7 也 是 儿 , 的 最 大 数 ， 
14 成 工 。 假 如 多 1 中 没有 最 大 数 , 那 末 ,( 久 1| 2) 定 一 实数 2, 
取 一 实数 6 = (Ri | fe), Ba. 

车 B66>e, 剧 92s 中 有 数 a. 因 &€& .22 所 以 we ,又 因 0w6 
已 所 以 5 委 B。 由 此 十 业 果 , 知 B6 Bs， 迁就 是 膏 : 当 B 之 e 
上 时 66 9. 
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车 之 a, 则 久 , Bs 中 有 数 0。 因 0 .GD 所 以 DE 981, 又 
因 8《 Pa 所 以 有 委 0， 由 是 8 .所 以 BB 过 ea 时, BP & 姑 1. 
” 尖 样 这 来 , a 不 是 家 :的 最 大 数 的 新 ,一定 是 多 。 的 最 小 数 . 
巷 明 完 绎 . 
特 德 爹 特 的 公理 和 解析 从 何 学 的 基础 ”在 一 水 平 的 直 态 取 上 
取 一 点 O,O 的 右 方形 一 点 互 , 以 0 对 麻 於 0, 记 对 欣 稚 1。 设 % 和 和 


m 是 雨 正 整 数 .分 OB 篇 1 等 分 ， 取 的 Nt 倍 的 长 ,在 LZ 上 ， 


7 7 / 


自 0 的 左右 两 方 作 两 个 粮 分 ,得 雨点 ,一 在 0 之 右 ,一 在 0 之 左 ,使 
右 方 的 点 对 谭 欠 有 理 数 一 ， 左 方 之 点 对 麻 秦 一 六 过 样 ,一 切 有 


理 数 在 上 都 有 了 对 详 点 ,这 种 点 称 篇 工 上 的 有 理 点 . 数 之 大 者 ， 
其 点 居 右 。 融 以 0 篇 条 长 作 正 方形 , 它 的 对 角 米 之 长 篇 07 ,二 
上 的 y 点 是 在 0 之 右 . 了 不 是 有 理 点 , 因 篇 07 的 平方 等 从 23, 旗 . 


匆 分 数 严 的 平方 25 是 不 会 等 从 2 的 . 


设 J 了 是 .上 之 一 非 有 理 点 ,把 上 上 之 有 理 点 分 篇 十 类 [, Ly; 
使 工 的 点 都 在 J 之 左 方 ，L 的 购 都 在 J 之 右 方 . 设 三 中 的 点 所 
六 应 的 有 理 数 全 体 篇 4 L 中 的 点 所 对 应 的 有 理 数 全 体 坊 4。, 那 
未 , (4 | 4a) 定 一 实数 <。 瑟 无 最 右 的 是 , 到 称 最 左 的 点 ; 所 以 a 
是 一 无 理 数 。 由 是 对 秦 上 任 一 非 有 理 点 7 有 一 无 理 数 与 之 
相 订 .所 以 戏 蕉 二 上 的 任何 点 , 必 有 一 实数 与 之 相应 , 相 办 两 点 对 


| 


4 里 西数 沦 


ee 


全 特 丛 于 肯定 的 回答 但 是 抱 法 其 上 明 . 人 
将 一 直线 上 的 有 理 点 分 乱 击 类 二 各 Lz。 两 类 部 不 必 是 空 的 , 且 
中 的 点 都 在 中 任何 点 的 左 方 。 秆 是 上 有 理 点 全 体 的 分 割 ， 

由 此 公理 知 ,一 直线 上 的 点 和 实数 全 朵 之 间 ,成立 着 一 对 一 的 
对应 过 是 解析 风 何 学 的 基础 。 解析 玲 何 单 在 特 德 金 特 的 公理 
下 , 才 有 建立 的 可 能 性 ?。 

8. 两 种 实数 论 的 烷 一 ”篇 简便 计 , 称 康 颁 , 梅 籽 的 实数 篇 甲 种 
实数 , 特 德 金 特 的 实数 篇 乙 种 实数 。 设 a = {aw} 是 一 甲 种 实数 ， 
猎 於 有 理 数 , 车 有 m 使 不 等 式 

0 一 Corp<< 0. , 
对 亦 任 一 正 整数 2 成 立 ， 旭 如 此 种 w 的 全 钵 篇 4 4 其余 一 切 有 理 
数 往 4 由 是 得 一 乙 种 实数 ww = (4:|4)。， 总 8 = {10n} 是 大 众 
4“ 之 一 甲 种 实数 ， 由 B 所 得 的 乙 种 实数 是 B' = (Bi| B,)。 那 末 ， 
有 >“ : 因 有 有 理 数 v 适合 

ca<uw< 有 8 

此 a 属 锥 已 也 属 锥 4 所 以 Bi4, 不 是 宰 集 。 道 就 是 膏 : c<< 有 B 
-含有 vw 过 B'. 然则 由 此 法 所 得 之 a 的 全 体 , 是 不 是 乙 种 实数 的 至 
部 呢 ? 是 的 , 妖 朋 如 下 。 

设 0 = (4 4) 是 一 乙 种 实数 . 设 6 4 qs € 4 6 是 一 正 
有 理 数 , 取 正 整数 N 其 大 ,使 ,十 和 Ne 大 於 ag。， 由 是 

dy 十 6, 十 26, ,0 二 Ne 
诸 数 中 , 必 有 如 下 的 相 剖 两 数 x*,y:X 《41. yE 刀 是 
| y=e, mLYL. 
置 寺 = < 旭 有 如 下 的 数列 {zn} 和 {yn); 


Yn 一 Wn 一 En, Vn Tp Yt Yn 
、1) 兄 特 德 金 特 的 “ 巡 配 性 和 乱 理 数 ”187?， 


第 二 章 实 数 75 


Tn 4 Yn € 4 
如 是 得 到 甲 种 实数 2 = {Xn} = {yx}, 今 且 2 二 a. 设 

2 = (21|2,). 
在 4 中 任 取 两 数 @ 和 Qi @ 过 a; 那 末 

Y= 0 0) + YY) 0 
所 以 1&21, 因 之 21。 又 於 如 中 和 任 取 一 数 纪 上 则 必 有 Wm 适 
合 
2 Xmipp0 (P= 1,2,.). 
因 zx《 41， 所 以 Z1《€ Ahi; 因 之 妈 三 4 由 是 妃 = 21, a 一 2 
过 样 说 来 , 甲 种 实数 的 双 部 和 乙 种 实数 的 侈 部 成 相似 对 诡 , 且 

过 算 的 规律 也 完全 相同 , 雨 者 看 做 同一 物 好 了 . 


第 二 章 习 是 


1. 从 彼 阿 诸 的 自然 数 公理 导出 数学 明 御 法 ， 
2. 苯 朋 彼 阿 诺 的 五 条 ( 自 然 数 ) 公 理 ,相互 独立 . 
3. 有 体 明 彼 阿 庄 五 条 公理 的 完备 性 . 

4. 整数 a 的 前 者 的 后 者 等 於 4, 试 菠 朋 之 . 

5. 箱 明 整数 乘法 的 运算 规律 : 

(i) 结合 律 ，〈 详 ) 交换 律 ，〈 证 ) 分 配 律 。 
6. 侠 明 有 理 数 相 乘 的 一 算 规 律 ， 

7. 融和 有 是 两 个 有 理 数 。 巧 明 


(i) la+ Bl<lal+lB|, (i) jc 十 931 >1zel 一 18|1. 

琵 问 两 式 中 的 等 号 何 时 成 立 ? 

8. 设 a 和 6 大 两 个 有 理 数 , m 和 ?2 是 两 佰 整数 .假如 ac 和 有 
都 不 是 0, 那 末 ， 


CC = amtn, (a™)” 一 人 (aB)™ 一 amBm， 
9. 设 a 和 是 两 个 有 理 数 , 丸和 ?是 两 个 正 整数 ， 荆 明 下 丈 
庄 命 题 : 
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(i) 党 之 8 之 0 有 时, a" 之 Br,a™*< Br"; 
(ii) 党 a 了 >1 了 mm>L 尘 , 0” > a"; 
(jiij) 党 0 过 a 二 1,% 这 hh 有 时, a™ < 之 aa"; 
(iv) 当 4 之 0,86 之 0, er 之 Pr 时 ,2 之 8B. 
10. 发 < 和 有 是 雨 个 正 有 理 数 , 那 末 必 有 如 下 的 整数 大: 
ka > B. 
11. 发 4, au qs, … 都 是 有 理 数 .假如 
Onant>A (n= 1,?,..), 
那 赤 {tant 是 一 基本 数列 . 
12. 设 @ = {an} 和 5b 二 {20x} 是 两 个 实数 ,证 明 
(i) Tab|= |ol 121; 
(ii) | = ,全 be0; 
(iii) [ga| 一 191 委 lc 十 2 
(iv) Jal +15|> le 二 pl. 
于 ( 证 ) 和 (ivy) 中 的 等 号 何 时 成 立 ? 
13. 有 上 界 的 增加 实数 烈 必 有 极限 箱 , 有 了 界 的 减少 实数 烈 也 
必 有 极限 值 。 
”14. 发 {an} 和 {Ba) 是 雨 个 收敛 实数 列 , 避 明 : 


(i) lim (an + Bn) = lma 廿 lp 


(i) lim (anBn) = lim an lim Ba; 
(iii) 党 lim B。 汉 0 了 时， 


lim ao = Jim an， 
pn lim B» 


15. 把 去 展 成 十 进位 小 数 时 ,得 一 夭 循 环 小 数 , 薄 明 循环 节 的 
数字 个 数 凡 六 . 
| 实际 上 二 = 0.076923, 105 二 1 (mod 13) | 
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16. 注意 260 = 2 x 5 x 13， 惟 明 5 的 十 进位 小 数 的 循 芭 


凶 和 从 第 三 位 开始 ,循环 节 的 数字 个 数 一 共 六 个 ， 
1 


(0 一 0.00384615). 
260 | 

17. 设 c 盖 0， 又 就 + 和 4 都 是 有 理 数 , 诅 朋 

(I) (oo 及 一 cy 《这 ) opB* = (eB).. 

18. (i) 车 5 六 1， 则 当 4 之 1 上 时 logya 之 0, 当 0 过 a<1 
时, logbp a < 之 0, . - 

_ 1 \” 1 、 
19. 访 ou = G 十 二 ) ,bn 一 Q 一 过) 证明 


元 


lim an = lim b,. 
20. 设 a= (41|42), a = (4114),a ”= (47 142). 苯 朋 
(i) ‘(a+e)ioe =a (e ta"), 


(ii) a 十 a 二 Qa 十 a, 
红 . 设 0* = (0 |0) 糙 麻 认 0. 订 朋 
. Cw 十 0+ 一 w。 
22. 发 a 一 (41|4,), B= (B, | B,). 车 之 B, 则 必 有 有 理 
数 a 适合 於 c 二 a* < BP. 


23. 用 前 题记 号 , 广 阴 十 (e 一 B) = a. 
24, 假如 a 盖 0”, 那 末 一 a 二 0”， 
25 & = (41|4,), B= (B,|B,),7 = (C1|0,), 改 明 
aB = Ba, (cp)7 = a( BY). 
26. 设 a= (4,| A4,), Bb 三 (B11 B;), 放 明 
lal — IB|<latB|I<ial-rIBl. 
泪 研 究 式 中 等 号 的 作用 ， 


点 ” 集 


1. 有 度 的 空间 设 4 是 一 集 ,4 中 任意 两 元 素 a,5 对 应 一 个 
实数 7(a,0),7(a,5) 满足 三 个 人 条件 : 
(a) r(a,5)>0 (4 天 D) 
(Pb) r(a,a)=0 
(ec) r(a D) < 7(e,o) + (co, 5),e 是 么 中 任 一 元 素 . 
称 过 种 4 是 一 个 有 度 的 空间 , 4 的 元 素 称 篇 点 。 4 的 任 一 子 
. 集 B 称 篇 点 集 , 4 一 了 黎 往 B 的 角 集 。 称 7(a, 2) 篇 两 点 4,b 间 
的 距 钦 , 称 (c) 篇 三 点 不 等 式 ， 
定理 1. 7(4 D) = 7r(b, a). 
瞪 明 ”在 三 贴 不 等 式 豪 , 诈 5 = ,得 
rl(a,b) rb,a) 十 7(D,D)。 
由 (3), 未 项 是 0, 所 以 7(a D) 之 7(5, 4) 局 理 7(5, 4) 也 不 大 礁 
7?(Q, 0), 所 以 定理 成 并 . 
欧 扩 里 得 空间 ” 设 %, 22 …, 2 都 是 实数 , 称 有 序 焦 
fw = (Wl 2 ph) 
篇 BB: 的 一 点 , 五 : 就 是 过 些 点 的 全 体 ， 设 
TX = (Vy Pas, Te) € Prk, 
Y= (Yi Ya os Ye) 天。 _ 
定 7(z,a) = wW( 太 二 2) 十 十 (oz 一 2 ， 旭 (a) 与 (b) 的 成 
立 ,一 目 了 然 . 今 司 (ec) 也 成 立 . 设 2 = (81 2 2p) 《五 。， 
置 


Un = Wn CO— Yn Vn = Yn ~n 
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斑 明 

NV 哩 十 十 史 十 MV 池 十 十 信守 (0 十 01) 十 十 (Wp 十 DE)? 
好 了 。 或 是 证 朋 年 方 后 的 车 果 

AN 旭 十 于 十 信 NH 人 十 下 十 信守 0 二- 十 Wve (1) 
好 了 . 然而 曾 X， 了 篇 实数 有 蛙 ， 
p32 22 十 D3 UnvnTy + > 212 一 > 十 vny)? 之 0， 
所 以 (1) 戌 立 称 有 度 空 间 En 篇 无 维 ( 度 ) 欧 把 里 得 空间 ， Er 篇 
实数 的 全 钵 ,两 实数 ,2 间 的 距离 是 | 

ra,b) = Mg — b= |a—b|, 
设 侈 一 《0Q， Co，…) 0 )， b= (6, b,, "°° bi) 是 Br 中 如 下 的 两 

是 : 


< De<D oe, Qk < ok 
适合 枞 天保 0 三 z 三 DO 甩 人 和 妥 扩 的 点 0 王 (002 020) 
的 全体 , 称 需 Bx 中 之 一 于 室 . 避 的 于 室 就 是 于 太 间 . 天 之 工时， 
时 室 的 记号 是 | 
[ay G2 ，QK O01, bs, **-, br] : 
又 称 适 合 过 之 0 之 Wr 之 Dy 的 = ee ", Xp) 的 
全体 篇 Bs 中 的 开 室 ,用 记号 
(0 O23 ~ s Oke; Obi, D2,» by) 
天 kk 
表示 。 又 Bs 就 是 ( 一 00,…, 一 00; 十 00,…, 十 50), 点 2 二 
一 (0722 00) 的 02，205， 顺 次 称 它 篇 2 的 第 一 坐标 ,…, 第 
& 坐标 .8 个 坐标 都 是 有 理 数 的 点 , 称 篇 Bk 的 有 理 点 ， 有 理 点 的 
双 体 是 可 列 的 . 宝 无 论 开 并 ,是 一 势 篇 从 的 点 集 . 
点 集 熏 一 点 的 距 凤 ” 设 4 是 一 有 度 空间 ，B 是 4 中 一 个 不 
空 昧 和 集 . 设 € 4, 当 点 5b 在 B 中 多 动 时 , 称 *(w D) 的 下 界 @ 起 


1) 率 答 上 , Yu2. XP ~ (Bu ra)2 = 人 vy Ui > 0, 
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0 与 B 的 距 风 ,用 记 跌 
d=7{&,B)= 7(B,a) 
表示 ,所 以 7(4,b)(6b6B) 是 大 雁 或 等 於 4 的. 又 对 帮 任 一 正 数 s， 

B8 有 点 5 通 合 


r(g,b)<ad+is, 

点 集 与 点 集 的 距 豆 ” 设 4 是 一 有 认 空 间 ,B 和 C 是 4 中 的 两 
个 点 集 . 当 点 5 在 B 中 煽动 , 点 c 在 C 中 多 动 时 , 称 7(b,c) 的 下 
界 G 篇 妃 与 C 的 距 风 ,用 记号 | 

d= 7(B,C) = 7(C,B) 
表示 . 所 以 对 於 : 汪 0,B 中 有 点 5,C 中 有 点 ¢ 适合 
r(b,c)<<ad+e; 
而 需 傈 7(D, 0) 之 Gd 六 从 B 的 任何 点 90, 的 任何 点 “都 成 立 。 

收 部 点 列 的 极限 点 ”发 4 是 一 有 度 空 间 ，{ta*} 是 4 中 之 一 

点 烈 ， 党 


lim y(an, am) = 0 


Nm 


时 , 称 {ax} 是 一 收 敏 点 剂 ， 假 如 有 点 & 通 合 


lim rx(a, an) = 0. 


则 各 点 齐 {0%) 收 徊 截 w oa 是 {0am} 的 栖 限 点 ,用 记号 


lim oo=0 或 on—>a 


表示 ， 
完 千 空间 “假如 有 度 空 沿 4 中 任何 收 钱 点 列 的 极限 点 ,都 属 
於 4, 则 称 4 篇 一 完备 空间 . 
定理 >。 收 傅 点 列 的 压 限 点 不 能 让 十 个 . 
体 明 ”车 om 一 ou an 一 5, 则 由 三 点 不 等 式 ， 
rT(0,b) rT(g, ae) + 7(b, 0n) — 0., 

所 以 7(a,0) 三 0, 此 非 4 = 局 不 可 .区 明 完全 ， 

定理 3。 设 Yr 二 (Ww) (2 = 二 1,2,…) 是 Bx 中 的 
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lim 2 = slim 00 = wp, (1) 
dd 


n> 


醒 明 若 xn 一 7x, 央 
wz — T+ (PT 0 (n> 00). .(2) 
故 (1) 成 并. 又 (1) 舍 有 (2)。 座 朋 完 晕 . 

三 点 不 等 式 的 拓 广 ” 设 4 是 一 个 有 度 的 空间 ; B,C 是 4 中 的 

点 集 , wk 4, a'《 4, 那 末 
r(B,a) 7r(B,o') + rla, a’), 
r(B,C)r(B,a) + r(C,a). 

遵 些 关 傈 ， 容易 链 1， C),7(B, a) 的 定义 明白 ， 

2. 天 和 于 发 4 是 一 有 度 空间 ,已 是 4 的 一 点 集 ,4 蚌 和 4 的 
一 点 若 B 中 有 乱 限 点 列 ? {an} 收 伍 长 o 邯 降 称 a 是 B 的 一 个 
极限 点 。 B 中 任 一 点 列 至 少 具有 一 厄 限 点 时 ， 帮 B 是 一 科 密 点 
集 . 

” 设 下 是 大 蕉 欧 表 里 得 空间 ,已 < Bs。 落 有 常数 对 反思 
和 中 任何 点 2 二 《Xi,…, Xk) 适合 

7(X,0) = N07 十 十 人 过 6 
上 时, 称 妃 是 一 有 界 点 集 . 

定 理 1。 ;中 的 业 密 册 集 ,一定 有 界 ; 有 界 优 限 点 集 一 定 是 
概 禾 的 。(% 二 1 时 ,是 瓦尔 司 脱 拉 司 和 波 尔 查 诺 》 的 定理 .》 

证 明 设 %= 1 工 间 上 且 刀 是 到 中 的 有 界 扰 限 点 集 . 设 

Cr EBI(NS1,2,-...), loan| 6, 
十 个 央 保 一 Cc 三 om 过 0 和 0 和 ax 声 6 中 , 玉 少 有 一 个 革 从 短 数 
个 % 成 立 。 故 置 和 = 一 06, Bl 二 0. 或 奸 一 0, 8 = 5 了 蛙 ,: 儿 有 
无 数 的 an 通 合 於 


a on Bi, 


1) 1an? 中 有 和 扰 数 个 不 同 的 点 ,旧时 它 做 扰 限 点 列 . 
2) 波 谢 查 诺 (Bernard Bolzano) 1781 一 1848, 捷 克 数 学 家 . 
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识 o。 是 其 中 的 一 个 ， 置 六 = 2 时 ,使 a 过 an 之 nn 或 


Ni 二 0x 太 B 成 并 的 Qn 必 有 和 扰 数 ， 故 置 gz = om，Ps = 二 7 或 置 
o 一 TB = Bi 时 , 必 有 和 扰 数 a 和 蒋 合 於 吧 达 x 过 Bp。 设 ww 芯 


之 qn 过 有 .又 轩 72 = 2 对 起 任何 wm ,在 [ww Bw] 中 有 


无 数 的 gw， 设 am 三 Qn 委 Bm, 上 且 敲 oa。 和 Co On 都 不 相 


一 0 < an < am Bi< Bn, Bn 一 am 一 训 


所 以 当 mr. 王 00 时 ,om 收 伍 於 一 点 , Bxm 也 收敛 太一 点 .十 极限 点 
是 一 致 的 . 设 
. im am = lim Bn = 7 
涛 蕉 正 数 6, 必 有 mo 适合 Pm。 一 om 二 ee。 因 [zw, Bm] 含有 7Y 和 
0 所 以 
|an, — TI IPBn— an|<e, (n> mm). 

由 是 ax,, 一 7, 所 以 包 中 的 有 界 无 限 点 集 ,一 定 是 秘密 的 。. 

其 次 ,用 数学 馆 纳 法 妖 明 及 中 的 有 界 无 限 点 集 的 御 密 性 . 先 
设 如 1 中 的 有 界 无 限 点 集 是 粕 审 的 . Bx 中 无 限 有 界 点 集 如 的 点 
Y% 二 (2 py 05) 必 有 某 一 坐标 zz 成 如 中 的 无 限 点 集 。 设 第 一 

Ca 02 1 
成 Br 的 无 限 点 集 s, 但 (zw， Xk-1s 2Z8)《 五 。 由 假设 6 必 有 了 收 
伍 点 烈 如 下 : 
人 一 《2 wh), WE ) (BL By Tx-1). 

对 於 2, 必 有 x’ 适合 (2)，…, 281, wz 和 8!) 《五 。 由 无 耶 司 脱 拉 
司 与 波 坪 查 庄 的 定理 , x) (v = 1,2,…) 中 有 如 下 的 部 分 数列 : 


lim zw?) 一 元 


nT 


岂 是 (X10) (Ty C2) 定理 1 的 后 和 牛 已 用 办 . 
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最 德政 明 让 EE 理 1 的 前 全。 若 如 是 EB 中 的 急 界 是 集 ， 那 未 , 
中 必 有 点 x 入 合 


7(0, %™) >v», 
但 0 表示 原点 : 7 = 0,… ,Xx 二 0。 假如 召 是 被 密 的 , 那 末 12)} 
至 少 有 一 极限 是 2; 7(%, X09 ) 一 0。 然 而 从 
VDm<CI( 0 THn) TX, 0) + T(x, wm), 
过 着 矛盾 ， 所 以 被 害 点 集 是 有 界 的 . 证 朋 完 沸 . | 
定义 设 4 是 一 有 上 度 的 空间 ,CC SS B sg 4. 假如 C 的 极限 由 
属於 号 也 属於 C , 那 末 称 点 集 C 对 於 B 是 ( 封 ) 阴 的 , 点 集 8 一 C 
济 於 BB 是 开 ( 放 ) 的 ,或 是 膏 :C 在 BB 中 是 了 开 的 . 
系 若 C SB, 和 汉 且 C 半 於是 月 的 则 B 一 C 关 礁 马 是 半 
的 。 ， 
例如 五 ; 中 的 点 集 和 = (0,1] 和 B= (0,2), 则 4cB,A4 之 
椰 限 点 的 全 体 是 [0,1], 它 属 伶 8 的 部 分 是 (0,1] = 4、 所 以 (0,1] 
涛 於 (9,2) 是 阴 的 ,而 B 一 4 = (1 2) 对 於 (0,2) 是 开 的 . 
设 4 是 一 有 度 的 空间 ,C SBPBEA,C 的 检 眼 点 的 全 钵 是 CO", 
都 未 C 在 BB 中 具有 封 阴 性 的 到 要 休 件 篇 
CBE EC. 
C 半 於是 开 的 充 要 人 条 件 篇 (B 一 Cy BE BC, 
定理 2， 设 4, B,C 都 是 某 有 庆 的 室 间 中 的 点 集 。 荐 4 风色 
了 是 团 的 ,也 圣 认 C 是 闭 的 ; 那 未 ,4 时 锥 C 是 半 的 ， 
悦 明 ”由 假设 A4'B S&S 4,B'C cB,A4GCBcOCO, 所 以 : 
A'C EBC EB. 
由 是 
A'C cA'BEA, 
芍 明 完毕 ， 
系 车 4 注 从 BB 是 开 的 , 关於 C 是 开 的 , 那 末 ， 4 济 伶 C 也 
是 开 的 . 
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定理 3. 假如 有 限 个 集 和 41， 从 机 A 对 公 B 都 荐 并 的 ， 那 


。 »* eo so ee 。 


末 , 它 们 的 和 集 二 十 4, 十 … 十 4 在 妃 中 也 是 于 的 . 

证 明 4 = 4 十 … 十 4, 的 任 一 极限 点 ,一 定 是 某 4。 
(k > 1 二 区 的 三 限 点 过 个 极限 点 属 锥 4x 的 话 ， 自 然 属於 
4。 普 明 完 学 ， 


集 的 和 通 表 示 , 衣 A4 SB, 则 B= 4 十 ll (B— A). 


ss oe ss 0 0 " 


对 是 因 篇 : 假如 B 的 菜 元 素 不 属 共 任何 4 ( 式 中 的 有 4)， 必 属 雁 任 
何 B 一 4 也 就 是 属於 通 集 II(B 一 4). 

定理 4。 假如 有 限 个 集 妨 ，…，4。 对 准 万 部 是 开 的 , 那 来, 它 
们 的 通 集 41, 42, …, 4 涤 於 B 也 是 开 的 ， 

证 明 站 和 和 守 人， 

B— A,, A,.. = (B—A) 十 (B— A + “十 (了 一 4). 


因 B 一 4,…, B 一 4 都 在 吾 中 是 于 的 ,由 定理 3， 和 入)(B 一 
一 4:) 对 於 旦 也 是 并 的 , 弃 然 B 一 1 4 对 所 B 是 阴 的 ， 其 对 集 


IT 4: 对 秦 B 是 开 的 . 如 明 完 界 . 

定理 5.。 (i) 车 诸 集 {4} 中 任何 集 4 对 於是 并 的 , 那 末 , 它 
们 的 通 集 了 I4 对 於 B 也 是 阳 的 . 

Gi) 若 庄 集 { 4} 中 任何 集 4 台 从 是 阴 集 , 那 末 ,它们 的 和 集 
3 4 对 於 3 也 是 开 的 . 

证 明 (i) 因 篇 通 集 14 的 极限 点 ,是 {和 4} 牛 任 一 集 的 极限 点 ， 
所 以 14 的 极限 点 属 从 B 的 话 ， 一 定 属於 {4} 的 任 一 集 , 因 之 必 
在 H4 中 ， 所 以 A 关於 B 是 开 的 . 

(ii) 因 互 一 24 = 了 I(B 一 4) 的 右 端 对 擒 8 是 阴 的 ， 所 以 
4 潮 从 BB 是 开 的 。 定理 给 朋 完 果 。 

注意 ”无 限 个 集 ,虽然 个 个 圣 钛 妃 是 于 (并 ) 的 ,它们 的 和 ( 通 ) 
集 未 必 圣 於 召 是 于 (并 ) 的 。 例 如 在 如 :中 的 一 切 沾 集 
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1 1 1 1 1 
忆 3 + 2 ii 22 二 有 


对 众 吉 集 [0, 1] 是 并 的 ,但 是 它们 的 和 集 [0, 1) 洲 礁 [0.1] 不 是 半 
的 . 因 篇 1 是 [0,1) 的 极限 踏 ,1 属 挫 [0,1] 而 不 层 认 [0， ). 又 如 


一 切 点 集 ， 
[2,0, 3) [oD ~ 


对 礁 [0,1] 都 是 障 的 ;但 是 它们 的 通 集 仅 合 有 一 点 0, 其 对 集 (0, 1] 
在 [0, 1 中 不 是 于 的 ,所 以 通 集 


中 1 


在 [0,1] 中 不 是 开 的 ， 
定 闵 设 4 是 一 有 度 空间 , B 在 4 中 是 了 闭 ( 开 ) 的 时 候 , 称 B 
是 一 潮 ( 开 ) 集 。 
定理 6. 最 A 4s,… 都 是 某 有 度 空间 中 的 (不 宏 ) 籽 密 革 


集 . 着 44 > 刀 汪 …, 则 通 入 4。 决 不 是 罕 的 ， 
证 明 从 4 中 取 一 点 ,使 aw€ 4 ,得 点 列 {an}. 由 假设 
4 了 {an} ne. A2 DD [ons A I {on) sp, st1 
因 4 是 业 密 的 ,所 以 {an} 至 少 有 一 极限 点 ,4 也 是 {和 0,, Qn …】} 
的 极限 里 。 所 以 是 4, 之 一 极限 点 .一 切 点 集 4, 都 是 针 集 ,所 以 
akg4. 一 1,2,…)。 因 之 
o€ [| 4,. 


1 
恰 明 完 蛙 . . 
连 瘟 ” 当 4 2 4 和 2… 时 , 落 一 切 4。 仅仅 是 第 密 点 集 , 则 通 


集 114 可 能 是 空 的。 例如 A = (0, 二 ) (2 = 1, 2, …) 都 是 币 


密 的 , 且 4 A 然而 4, 是 空 集 . 又 定 埋 6 中 “种 密 一 语 ， 
也 不 可 以 除去 :例如 
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An [co) (N= 1,2,..), 
屠 示 一切 人 都 是 闭 集 ， 且 A,. ] 刁 和 ,然而 11. 有 是 是 空 焦 . 
了 7， 设 4 积 召 是 次 有 公共 点 的 两 个 寻 集 ， 其 中 若 有 一 个 


征明 | 设 4 是 一 级 密 点 集 ,假如 r(A, B) = 0,， 那 未 狗 於 任 一 
正 整 数 九 ， 及 和 B 中 各 有 一 是 Un 和 ov ,适合 
r(an, bn) < = 


车 am 二 qmti 二 …' 王 6， 则 & 是 12 的 要 限 点 ,也 就 是 B 的 梳 限 
点 ; B 是 闭 的 ,所 以 a 属於 B, 因 之 4B 有 点 a， 叱 有 音 代 假设 ， 所 
以 fant 征 一 无 限 曲 集 . 4 是 一 被 密 点 集 , 所 以 {0n} 有 一 极限 点 0; 
此 0 属於 4, 因 篇 据 吓 前 的 粮 故 ， 设 4,, 一 4, 划 当 v 一 00 时， 
rT(0, 0 ) S70, 0 )》 十 T (Qn Dn,) —>0., 
由 是 4 也 是 的 极限 点 ; B 是 阴 的 ,所 以 4 属 座 B. 因 之 4 和 与 B 
有 公共 此 4, 壹 是 有 篆 从 假设 的 。 所 以 7(4,5) > 0、 圳 朋 完毕 . 
竺 莫 ”没有 公共 点 的 两 个 用 集 ,其 距 岁 可 能 是 0. 例如 在 平面 
(本 ) 上 ，4: 是 2 轴 ， 和 是 磷 曲 烧 zy = 1, 即 


一 1(2Z，0)) 4， = Le 二 放 


两 集 4 和 4 都 是 闭 集 , 旦 没有 公共 点 ,然而 从 


1 
z CC 
知道 7(4, 4,) = 0. 
定 蒜 ”发 点 集 4 4,,… 对 从 吾 都 是 于 的 , 称 和 集 34， 篇 B 
中 之 一 外 限 点 集 ， 假 如 41, 42,… 在 B 中 是 开 的 , 那 未 , 称 它 们 的 
通 集 II4。 是 B 中 之 一 内 限 点 集 . 
中 定 其 ,和 定理 5 的 注意 ,我 们 可 述 


ee 


ee 
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出 BB 一 4n 一 II(B 一 4) 知 下 述 定 理 戒 立 : 

定理 9。 若 和 4 是 B 中 之 一 外 (内 ) 限 凡 集 , 则 一 委 是 中 之 
一 内 (外 ) 限 点 入. 

3. 点 集 的 包 .点 集 的 核 .点 集 的 境界 ”发 4 是 一 有 度 空 章 , 4 
是 4 中 的 一 小, 含有 & 的 任何 并 集 , 称 篇 a 的 环境 。 含有 点 集 B 
的 任 一 并 集 , 黎 篇 B 的 环境 . 设 4 是 4 的 一 点 ,po 放 0, 称 和 欧 合 

(Ww, 0)<p, WEA . 

的 2 全体 篇 球 , 4 是 球 的 中 心 , o 是 球 的 后 径 ;: 球 的 记号 是 O(a,p) 
又 滴 合 於 


r(%, B}<<p, XEA 
的 7X, 记 其 全 体 答 0(B, p). 
定理 1. 0(a«, p) 其 点 4 之 一 环境 ， OB, 0) 是 点 集 8 之 一 环 
境 . 
证 明 要 症 朋 0(&, p) 是 4 之 一 环境 ,就 是 让 杂 有明 
A— Ow,p) 
是 一 于 焦 . 假如 此 集 不 是 于 的 ， 那 未 它 必 有 -… 栓 限 点 不 属於 它 
过 区 是 性 有 { cv" 上 通 合 
cn EA— Olu,p), cc,CE Ou, ce)。 
. 所 以 7?(4, Cn) 全 py(0 0) 之 0。 由 三 点 不 等 式 ， 
?2(coud)< 扫 coco) 二 70 CcC)—> Ta, C), 
左 端 不 小 走 p, 而 右 端 小 於 p; 是 不 可 能 的 事 。 汀 柜 可 苯 0(B, p) 
是 B 的 一 环境 ， 彩 明 完 举 . 
定理 2. 闭 焦 是 内 限 点 集 ( 详 言 之 :有 度 作 册 中 的 内 限 点 集 )， 


事实 上 , 若 C 是 闭 集 , 划 当 正 数 pa 一 0 了 时， 


C = | O(c, pr), 


访 9 曙  : 更 在 豆 朋 C 含有 HOCC, pn). 设 ( 是 通 集 IIO(C， pn) 
中 的 - -是 , 孝 末 ,405 0(c,pa). 所 以 < 必 有 贞 i ;天 全 
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7(G， Cn) < pn, 

故 co" 一 上 %LC 是 团 集 ,所 以 a 属於 C. 攻 时 . 

定理 3。 开 集 是 外 限 点 集 . 

体 明 设 0 是 有 度 空间 和 中 的 开 集 , 那 末 

A—O=C . 
是 一 闭 集 ,由 定理 2, C = JIO(C,on)(pn 一 0)， 从 
4 = IO0(C, pn)+ 3[A— O(C, pr)] 

得 0 = 4 一 C= 3(4 一 0O(0, p,)). 性 有明 完毕 . 

定理 4 设 Q@ 是 一 开 集 , 4€ @, 那 末 取 正 数 2 其 小 时 , O(&， 
p) CQ. 


认 明 车 Q 不 含有 任何 0(a, p), 那 来 , 六 众 正 整数 0(&， 
二 ) 中 必 有 点" 不 属 从 Q, 由 是 


an€E A QO,T(aOn0) < 1 wu， EA—Q, 
Nl 


最 馈 的 千 困 各 假 设 4& QQ 不 相 容 。 故 必 有 Pp 使 
O(a, p) Cc Q., 
人 准 明 完 黑 . 

” 任 ; 意 个 开 集 的 和 和 集 是 开 集 ， 所 以 定理 4 中 的 休 件 是 朋 集 的 充 
足 人 条 件 , 这 就 是 说 : 对 雁 集 和 中 的 任意 一 点 4, 有 0(a,p) 属於 
的 话 . @ 是 开 集 . 

点 集 B 之 熏 限 点 的 全 笨 B' 名 瑟瑟 的 一 次 尊 集 ， 和 能 黎 B' 是 B 
的 尊 集 . 
定理 5.。 点 集 的 (一 次 ) 导 集 是 一 闭 集 .， 
伍 明 发 号 是 已 的 导 集 ， 车 & 是 PB 的 一 极限 点 ， 尊 明 we B" 
好 了 . 
设 pn 之 0, pn 一 0. 的 铝 境 0(&, pn) 中 必 有 B' 的 点 bn, 即 
r(a, Dn) < pn. 
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然 bu 是 旦 的 柱 限 点 ,所 以 旦 中 必 有 点 a 适合 其 
7 (ns bn) < Pns On 天 Cs On 于 Oni, 
从 三 点 不 等 式 7(@, on) 入 7(g, 50n) 十 7(Qn, bn) 之 2pn, 知 


7(0 ax) — 0, 


所 以 a《 有 '。， 余 明 完 学。 

定 闵 点 集 B 与其 注 集 B' 的 和 集 B 十 B', 称 篇 B 的 包 (并 
包 ), 用 记号 B" 表 示 : P= B+ B'. 

定理 6， 点 集 B 的 包 "是 一 采集 ,含有 B 的 了 集 , 以 其 虹 包 
Bo 需 最 小 ; 即 若 闭 集 C 含有 B , 则 C 必 含有 有 
， ” 鞍 明 B" 的 极限 点 , 或 篇 B 的 极限 点 , 或 篇 B' 的 极限 点 ,十 
者 部 属於 了 ' ,所 以 属於 了, 因此 Be 是 开 的 . 

因 CC 了 字 B，C 是 于 和 集 ,所 以 C 了 B', 因 之 CB 
司 明 完 蛙 . 

设 B 是 有 度 空间 4 中 之 一 点 集 . 因 
. {A4—B) 二 A4—B, 
所 以 4 一 (4 一 B)》cA 一 (4 一 B) = 五。 因 之 巨 含 有 天 集 
A—-(4—B), 

定 闵 ”发 互 是 空间 4 中 的 一 点 集 , 称 开 集 4 一 (44 一 B) 篇 
五 的 核 ,以 天 (了 3) 记 之 . 

定理 7。 含 在 点 集 B 中 的 天 集 , 以 其 核 K(B ) 篇 最 大 , 尽早 
之 :车 B 含 有 了 开 集 0 , 那 末 , 〇 含 在 B 的 核 K (六) 中 ， 

钵 明 ”由 假设 空间 4 中 的 点 集 刁 人 0, 邢 末 ， 

A—-BCcA—-0, (4—B)yE(A— 0), 
然 4 一 0 是 一 阴 集 ,所 以 (4 一 0) 就 是 4 -- 0. 由 是 
4 一 (4 一 有 2EA4 一 (4 一 O)= 

着 就 是 膏 : K(B) 三 0。 娩 星 . 

定理 8， 点 集 B 半 从 点 集 L 售 于 的 充 要 你 件 是 有 了 半 集 C 适合 
B=CM., 
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证 明 设 B8 游 擒 必 是 并 的 , 则 


BMEcEBEcM. 
由 是 B 三 BM = (B + B') M = BoM。 Br 是 阴 集 , 故 所 设 休 件 是 
必要 的 . 
次 设 B= CM,C 是 并 集 , 若 06 B', 则 由 B= CM. 
utC’=0C, 


因 之 a 《CM = B， 故 BB 对 伶 MM 是 于 的 . 采 尝 . 
.定理 9。 点 集 8 状 从 点 集 必 是 开 的 ， 充 要 休 件 篇 有 并 集 O 笨 

合 於 OM = 也. 

证 明 ”在 空间 4 中 BB 浒 礁 对 是 开 的 条件 是 :由 定理 8, 有 并 
集 C 适合 

M 一 也 = CM， 
因 B=M- (BM)= 计 一 CM, 而 
M— CM= MA— CM= M(A— 0). 

筷 一 CC 是 一 开 集 ,所 以 8 = M(4 一 C)。 迁 是 所 要 的 条件. 诅 朋 
完 蛙 . 

定义 说 刀 是 空间 4 中 之 一 县 集 . B 的 包 和 与 其 骆 集 的 
包 (4 一 B) 的 通 集 , 称 篇 B 的 境界 (也 是 4 一 B 的 境界 )。 

所 以 境界 B(4 一 B)* 是 一 闲 集 ， 因 

B'=B'B+B'(A— B). , 
故 得 == 昌 二 P(A 一 B)。 过 就 是 说 : B 熏 其 境界 的 和 集 ,就 
是 中 的 包 。 就 瑟 的 族 集 而 车 ,得 
(A4—B)= (4—B)+(4— BYB,. 

所 以 4 一 (4 一 B)=B 一 B'(A4 一 8B)。 遂 就 是 通 : 从 避 除 去 
B 的 境界 上 的 一 切 点 ,得 着 B 的 核 ， 

今 以 T(B), 3(B), K(B) 表示 B 的 境界 , B 的 包 , B 的 核 ， 得 
”定理 如 下 : 
定理 10. B+1T(B)= 3(B), B—-T(B) = K(B). 
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例如 在 平面 8, 上 , 有 点 集 妃 , 瑟 的 点 (z, 四 省 属 从 图 刀 十 名 < 
忆 1 但 是 一 切 直 粮 分 
包 = 有 理 数 ， :< V 丈 十 玉 <<1， 
上 的 点 都 不 属於 石 ; 贺 中 其 它 的 点 和 此 属於 忆 ,总 下， 
K( 刀 ) 是 天 团 ?十 信之 35， 
3( 刀 ) 是 并 图 ?十 久之 1， 
T(B) 是 图 徊 SN 人 <1. 


定 闽 恤 B 是 空间 4 中 之 一 点 集 , 4 是 了 的 一 点 。 ”车 有 
0(a, p) 三 B, 旧 称 4 是 8B 之 一 内 点 称 除 集 4 一 了 的 内 点 篇 B 
的 外 点 
的 内 器,B 的 外 点 , 的 境界 点 . 

访 明 设 4 是 4 的 任意 一 点 . 车 4& B"(4 一 B)", 那 末 或 是 
wu 《6 或 是 a6 4 一 B. 营 a 《8B, 闭 未 4 是 B 的 内 点 . 车 4&B, 则 

at(A— B)— Bl(A— BB) 
此 时 ,a 篇 B 的 外 点 , 芒 明 完 晒 ， 

4. 点 集 与 其 尖 集 。 筒 密 与 琉 归 ” 设 B 是 空间 4 中 的 一 点 集 ， 
称 B 一 B' 中 的 点 篇 B 的 狐 立 点 。B 的 狐 立 点 是 属於 B 的 ,但 是 非 
篇 的 极限 点 ,也 决 非 了 的 内 点 ,所 以 是 B 的 境界 点 ,点 集中 一 切 
点 都 是 六 立 的 时 候 , 称 此 点 集 篇 屠 立 巾 集 ， 例 如 1,5, 3，… 成 一 
孤立 贞 集 .。 扰 于 立 点 的 点 集 , 称 般 已 窗 冉 集 , 例 如 ,中 有 理 点 的 
至 体 成 一 已 密 点 集 。 已 密 点 集中 的 点 ,都 是 它 的 极限 点 ,此 时 B' 

含有 B . 称 表 的 已 密 点 集 篇 完 双 点 集 ， 由 是 ， 
”完全 集 8 是 适合 从 B = B' 的 集 ， 
已 密集 B 是 适合 於 8c B' 的 集 ， 
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于 焦 妃 是 适合 失 妃 三 号 的 集 ， 

釉 立 点 集 刀 是 适合 于 BB 一 0 的 集 . 

定义 发 也 与 M 都 是 空间 和 中 的 是 集 。 假如 履 的 任何 点 
的 任何 环境 中 含有 通 集 履 ，B 的 点 , 称 妃 在 开 中 是 稠密 的 . 特 
别 ，B 在 4 中 称 密 的 尘 候 , 称 B 是 不 处 稠密 的 慰 集 . 

不 不 稠密 的 点 集 是 一 已 密 点 集 。 例如 在 平面 上 ,有 理 点 的 全 
体 引 在 任 一 乍 形 中 是 稠密 的 。 

定理 1.。 8B 在 MM 中 黎 密 的 充 要 人 条 件 ， 是 (BN) 二 MUM. 


证 明 设 B 在 衣 中 黎 窗 ， 屠 订 M 的 任何 其 立 炸 怖 认 进 
就 是 说 : 


M— MMc MB. 
假如 人 i 是 MM 中 之 一 点 ， 那 末 0 (mm， 二 ) 中 有 题 on 属於 BM， 


因 之 
?7(Qn， Mm) < 二 (% = 1,2,.)., 
n 


由 是 x 一 m, m &《 (BML) .此 即 登 明 
M.M' cS (BM). 

合作 上 还 两 结果 ,得 到 EMB +T(BM) = (MB). 

反 进 来 膏 , 设 少 (MB)', m 是 MM 的 任意 一 点 ， 妈 或 属於 
MB 或 属 从 (BM)'. 假如 mr 属於 MB, 屠 末 

mm € O(m, op) . MB. 

假如 mr 属於 (BM) , 刚 必 OCmp). MB 不 是 窑 集 所 以 B 在 M 
中 黎 窗 ,证 举 . 

定义 设 B 奥 用 都 是 空间 4 中 的 点 集 . 假如 必 的 任何 点 
的 任何 瑟 境 中 ， 有 开 集 含有 以 之 点 而 不 售 有 BM 之 点 , 称 B 
在 M 中 是 羽 朗 的 。 假如 B 在 4 中 是 芍 朗 的 , 则 称 B 是 一 疏 朗 点 
集 . 

直 烧 为 上 之 羽 朗 点 集 B， 就 是 任何 区 并 中 必 含 有 一 小 区 间 ， 
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其 中 钨 B 的 点 .。 平面 防 上 的 疏 朗 点 集 下 , 即 任何 圈 中 必 有 一 图 
不 合 B 的 点 . 

定理 2。 攻 8 在 M 中 是 朴 归 的 , 则 M 一 BM 在 M 中 是 稠密 
的 . 

座 明 因 刀 在 玉 中 是 蔬 朗 的 ,所 忆 M 中 任意 一 点 奴 的 环境 中 
几 有 不 属於 BM 的 点 ,所 以 合 有 MM 一 BM 的 点 ,由 是 nm 《 (MM 一 
一 BM), 因 之 于 cS 0M 一 BM). 诅 办 ， 

定理 3， 若 了, B,,…, Bs 在 M 中 都 是 琉 朗 的 , 那 未 和 集 

B=B+ B+- + B; 

在 ML 中 也 是 朴 妆 的 . 

证 明 设 m%《 用 , 则 O(m,p) 中 必 有 一 开 集 O01 如 下 : 

OM>¥0, OBM.= 0. 

设 mh 《OM, 旭 0(m, pi) 中 必 有 如 下 的 一 开 集 Oz: 
OM¥0, O,.BM = 0. 

如 是 糠 续 大 砍 得 一 开 集 Os， 它 含有 M 的 点 而 不 含有 BM 的 点 ， 

故 了 在 M 中 是 朴 朗 的 . 必 明 完 尝 . 

注 塌 ”定理 3 中 的 &, 不 能 趋 芯 so。 例如 在 已 中 , 设 有 理 数 
的 公 苯 篇 


ty, Tra, Tos 
车 Bi 只 含有 一 个 元 素 74, 那 未 Bi 是 一 芯 朗 点 集 ， 然 而 和 集 卫 有 
却 是 不 处 稠密 的 集 . 稠密 点 集 不 是 朴 朗 的 . 

定义 车 Bl, Bs,… 在 中 都 是 下 朗 的 点 集 ， 则 称 它 们 的 和 
集 了 Bxz 在 M 中 属於 第 一 类 型 .第 一 类 型 以 外 的 是 集 , 称 篇 在 M 
中 属於 第 二 大 型 、 

5. 联 蒜 点 集 ” 点 集 B 若 不 能 分 解 成 在 B 中 者 是 并 的 (都 不 是 
空 的 ) 雨 点 集 时 , 称 B 是 一 联络 点 集 . 只 含有 一 点 的 点 集 也 算是 联 
络 点 集 。 假如 器 和 络 点 集 B 所 合 不 止 一 点 , 那 未 B 不 能 有 末 立 点 . 
所 以 联络 点 集 一 定 是 一 个 已 密 占 集 。 然而 其 逆 不 眉 : 例 如 五 中 一 
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切 有 理 册 所 成 之 集 RR 是 一 已 密 点 集 ; 但 是 R 可 以 记分 解 篇 尼 十 尼 ， 
Ri 是 大 礁 M2 的 一 切 有 理 数 集 ，Rs = R 一 已 , Ri 与 忆 在 忆 中 
都 是 于 的 称 故 , 忆 不 是 联络 点 集 . 

车 B 不 是 联络 的 ， 那 未 由 $3 的 定理 8, 一 定 有 雨 阴 集 C1, Ca 
适合 

B= CB+ CB,CBA0, CBA0, CB CB = 0. 
设 b, 《 C1B, bs《 C2B, 届 B* 是 含有 bi, bw 的 B 之 任 一 于 集 . 哇 

Br = B*.CB, Br = B*. OC,b. 
那 未 By 含有 b1, Bi 含有 0s, 都 不 是 窒 的 , 且 Bf . B，= 0。 又 因 
B* = CB*, B? = CB*, 

所 以 B* 与 B; 在 B* 中 都 是 开 的 . 因 之 B* 也 不 是 联 阁 点 集 。 地 
是 获得 

定理 1 对 其 黑 集 台 的 任意 两 点 bh 和 bs, B 若 有 联 格 的 于 集 


©. 


“定理 2， 届 已 Bu， ,… 都 是 联 知 黑 集 ， 假如 BpBiti 才 
0; KE = 1,2,., 并 i 
B=B+B+-.…+Brt+. 
也 是 联 条 由 集 ， 
证 明 改 记 与 癌 是 忌 的 任意 两 炭 ， 改 
bl € Br，po6 了 BT。 
由 定理 1， 荐 明 Bi 十 Bi 十 … 十 了, 是 一 联 铭 点 集 好 了 . 听 以 只 要 性 
阴 B, + B, 是 一 联络 昧 集 好 了 .假如 了 Bs 不 是 联 颖 的 ， 那 末 
必 有 了 闭 集 C1 与 Cs 适合 
B, 十 B, 一 (B, 十 B,) Ci 十 (Bi 十 B,) C2, 
(B+ Bs) C1. (B+ Bs) C= 0, 
赣 且 两 集 (B 二 Bo) Ci 和 (B, 十 B;) Co 都 不 是 空 的 。 由 是 
(i) B= BC + BiC,, (ii) B; = BC + BsCy. 
由 假设 B.Bs 关 0。 和 从 BB; 中 任 取 一 点 0 2 若 不 属於 Cy 则 必 属 


大 Cz. 邻 设 5€ Co 划 

(iii) bE€ BG, (iv) b € BO!, 
因 (B; 十 B2s)Cs 不 是 窗 的 ,所 以 BiCs 关 90, 或 BsCs 关 0. 车 BICs 源 
天 0, 央 由 (i) 和 (站 ), B; 克成 大 联络 集 ; 又 医 BsC2 天 0, 则 由 (这 ) 
和 Cv) , Bs 多 成 非 联 络 集 ; 十 者 都 贷 假 设 相知 突 , 所 以 Bi 十 Bo 是 
联络 的 证明 完 浴 . 

又 设 1B | 是 也 格 点 集 的 集 ， 考 其 中 任何 珊 集 省 基 通 跨 ， 


ae 


* °° + + 


证 明 在 和 焦 BB 中 任 取 璀 是 D,D . 罗 末 18} 必 有 两 集 B， 
.BB' 如 下 : 
bE€EB, bEB', 
由 假设 BB' 天 0, 所 以 互 十 了 是 一 联络 点 集 . 由 定理 1 1, 之 BB 是 
一 联络 点 集 ， 
定时 3. 十 一 陪 格 点 集 , 5 一 0 0, 对 於 总 中 任何 两 点 b。， 


ae 


ae 


本 “i be 一 芒 通 合 
TCD-bpb)<<as (v= 1,2,., Kk). 

证 明 B 中游 有 两 点 5 与 VW，B 没有 * 过 镇 来 连 千 它 们 的 
话 , 刑 未 , 固定 5, 设 适 种 5' 的 全 体 篇 B*, 两 集 刁 与 刀 一 呈 都 
不 是 空 的 , 因 前 者 有 5', 富 者 有 5 之 故 , 假如 

a* €B*, a€EB— B*, 
则 7(a,a*) 之 6; 若 不 然 , 4” 当 属於 8 一 B* 了 ,所 以 
r(B*,B— B*)>s, 

因 之 , B*'(B 一 B*)=0,B*(B 一 B*) =0. 由 是 B* 和 以 BB* 
六 雁 B 都 是 并 的 , 由 B = B 十 (B 一 B*), 知 8 是 不 联络 的 ,此 
仁 假 设 相 衡 突 。 亲 昱 . 

定理 4 又 了 大 一 株 密 膨 集 . 车 B 中 任何 南 黑 ， 都 可 用 8B 中 


1 ss 0 0 0 0. 
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集 B; 福 B,， 
B=B+B,, Bs0, BA 0, 
Bi 与 B, 在 B 中 都 是 于 的 。 然 BB 是 开 集 ,所 以 Bi 与 B, 也 都 是 阴 
集 . 又 也 是 宾 密 的 ,从 而 访 , Bs 也 都 是 组 密 的 ,由 是 
7r(B,, B,) > 0, | 

取 正 数 e 小 大 7(B,B))。 当 0.€《B, bs《 B, 有 时 , bl 肉 5b， 之 关 , B 
中 没有 e. 连 筑 了 ,此 有 背 於 假设 ,所 以 是 联络 的 . 蕉 明 完 蛙 . 
注 划 定理 4 中 关於 8B 的 十 条件: (ij)B 十 闭 集 (ii)B 是 粕 密 

集 ,都 不 能 除去 ， 例 如 下 面 上 的 点 集 . 


B= {(7x,0)}, B, = {(2,2) 


都 对 於 和 集 Bi 十 Bs 是 于 的; 对 於 任 一 正 数 6,B 的 任何 十 点， 一 
定 有 B 中 的 连锁 连 灶 它们 , 然而 B 正 非 联 阁 的 . 实际 上 , B 不 
”是 秘密 的 . 双 如 在 直线 上 ,点 集 
B= (0,1)+ (1, 2) 
是 征 密 的 ,然而 不 是 开 集 。B 的 任何 雨点 ,只 有 。 连 镇 可 以 连 千 它 
” 们 ,可 是 B 不 是 联络 点 集 . 
定理 5。 开 室 与 肝 室 都 是 联 格 点 集 . 
证明 设 C = (0 aa 0p; Di ba …, 04) 是 Bi 中 之 一 室 ， 
对 於 C 中 任何 十 点， 
2 一 (Ys Ya, Yr) ¢ = (21, po Se) 
作 点 集 XX, XX 是 适合 人 条件 
zn = Za 二 hyn 2) (0ZAZ1) 
， (B= 1,2,..,k) 
的 一 切 点 2(4) = (2 72 …， Wk) 所 成 之 集 . 因 革 CC， 所 以 订 明 
XX 是 一 联络 点 集 好 了 (定理 2). 亲 集 了 X 是 被 窗 的 , 因 篇 当 0 过 加 过 
二 1 (8 二 1,2,…) 时 , 必 有 | 
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2, 一 人 (vp— co) 


所 以 XY(h;,) 一 2()， 双 发 是 一 任意 正 数 , 正 整 数 大 雁 


TM 一 5)2 十 … 十 (zx 一 zp)? ， 
置 w = (和 )c 二 0,1,…, 人 M), 那 未 , 0 EX, 且 


?CQ On) 一 TN zy 一 ?十 十 (Vx 一 2) ?<8 


由 定理 4,C 是 一 联络 点 集 , 司 明 完 晕 . 

定理 6， 设 B( 并 0) 是 中 之 一 联 阁 点 集 , 则 B 之 势 或 是 1 
或 是 N. 

证 明 屋 卫 所 合 不 止 一 点 , 蓄 了 明之 要 是 人 好 了 .。 先 十 有 明 
下 面 的 事实 : 假如 有 度 空间 4 中 的 联 烙 点 集 1 含有 点 集 S 的 点 ， 
也 含有 4 一 S 的 点 , 那 未 玉 必 有 S 之 一 境界 点 . 因 篇 

用 =MSI + M(A— S)° 
的 两 项 在 邓 中 都 是 于 的 , 兹 且 都 不 是 空 的 ; MH 是 一 联络 点 集 , 所 
以 两 项 有 共通 点 ,此 点 在 S 的 境界 上 . 
邻 设 4 = (00x) 伍 0= (0 …，or) 是 互 的 相遇 两 点 . 
我 们 可 以 假设 &@ 过 9, 任 取 一 数 c 适合 
math. 
发 点 2 = (2 …, Xx),(N 芝 0) 的 全 体 篇 及, 那 末 , 点 集 昌 合用 
的 点 a, 又 含有 Ex 一 和 的 点 0, 所 以 B 含 有 以 之 一 境界 册 ; 
(¢, Wa, Tas **°s KE), 
然 c 是 (am, 9) 中 任意 之 数 ,所 以 8B 之 旁 是 只， 屋 明 完 星 。 

定义 ”名 有 度 空间 4 中 之 开 集 篇 4 中 之 一 区 域 。 4 中 联络 
于 集 互 所 含 不 止 一 点 的 时 候 , 称 也 是 一 连 芒 黑 集 . 

由 是 连 炽 点 集 是 一 完全 点 集 .。 团 宝 是 一 过 和 炽 帖 集 ,并 室 是 一 
公 域 ,将 钱 上 的 区 域 ,就 是 开 的 区 阅 . 

设 1 是 中 没有 南端 的 直 钱 段 , 那 末 i 是 一 联络 点 集 , 然 而 不 
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是 权 中 之 一 区 域 , 因 得 /站 不 是 配 中 之 开 集 . 【也 不 是 连 炉 点 
集 , 加 入 1 之 雨 端 认 1 万 成 速 入 点 集 . 

6. 掩 董 定理 ” 当 4 是 点 集 1 的 内 点 时 , 称 民 掩盖 4 并 众 掩 
盖 的 情况 ,最 初 流下 久 在 直线 上 加 以 研究 , 瑞 后 有 种 种 拓 广 . 

于 区 间 上 的 捧 董 定理 ” 设 开 愿 间 人 之 集 !A} 掩盖 闭 区 闻 [a， 
5] 中 一 切 点 。 那 末 , {A} 中 必 有 有 限 个 厚 剖 也 能 掩 莫 [wb] 中 所 

证 明 ”定理 中 千 语 之 意 ,是 {A} 中 有 大 闻 AAA An ,它们 
的 至 部 内 点 包含 [w 59] 中 一 切 点 . 

将 [ww 85] 等 分 篇 % 个 小 区 间 .。 若 每 一 小 区 闻 部 被 {A} 中 其 一 
克 间 所 包含 , 那 未 {A} 中 有 (至多) ?9 个 区 闻 克 莹 了 [%, 8] 中 一 切 
点 ,而 定理 成 立 . 假如 双全 管 增 大 ,此 事 不 能 成 立 ; 则 当即 等 分 时 ， 
必 有 一 小 区 间 J 不 篇 {A} 中 任何 区 间 所 包含 ， 设 wo 是 中 的 
一 点 , 得 着 点 列 {6x} 。 惟 c 是 此 点 烈 之 一 德 保 点 由 假设 是 
{A} 中 某 A 之 一 内 点 ， 设 cc = 1,2,…), 则 当 v 蓉 大 时， 
A 包含 J, 运 是 时 的 意义 相抵 镁 的 . 所 以 上 述 手 粮 至 有 限 回 
而 止 ,而 定理 得 着 菠 明 ， 

注 筷 ”上述 定 理 ,对 从 不 是 于 的 区 间 末 必 成 立 。 例 如 


能 掩 鞋 (0, 1] 中 一 切 点 . 但 是 不 能 用 {A} 中 有 限 个 的 区 间 造 萃 它 
们 . 


邻 证 朋 一 般 的 掩盖 定理 : 
一般 的 按 蓝 定理 设 MM 是 有 度 空间 中 之 一 极 密 了 集 ， 此 罕 辐 


1) 最 初 波 雷 要 (Borel, 1894) 座 {A} 是 一 可 列 集 , 勒 具 格 (Lebesgue，1904) 把 


“ET 列 ” 的 人 条件 取 沿 ， 
?2) 过 古 葛 中 斯 C(W，Gros;) 从 1914 年 在 锥 耶 斤 科学院 的 末 划 上 发 表 的 。 
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的 串 集 涝 区 中 所 有 的 由 

证 明光 锥 到 中 任 一 点 a，{B} 中 必 有 -8 掩 芒 @; 设 适合 

a €B, Qa, po) cB 
之 最 大 的 和 牛 径 p 篇 p(a)， 当 a 在 导 中 焰 动 时 , 识 p(Q) 的 下 界 篇 
oo 先 妖 po 是 一 正 数 :假如 po We 0, 那 末 以 含有 点 列 {an} 适合 
lim pl(an) = 0. 

由 从 到 的 粕 豁 性, 我 们 可 以 假设 oo 一 oo。 又 闪 对 是 一 开 集 , a。 
必 恬 於 戏 ,a 的 刺 境 O(ao, 5p(0o)) 中 含有 an(2 之 吉 )。 所 以 


当即 天 然 如 时 ， 
p(an) > 37(00) >0. 


过 是 揭 6(an) 一 0 相 秆 突 的 . 故 必 po 这 0。 
设 《型 , 作 o 之 环境 Oo po)。 假如 洲 下 在 此 于 境 中 ， 期 
因 { 中 有 一 BB 包含 O(a po) 的 乏 故 , M CB, 而 定理 成 立 ; 若 
不 然 , 则 M 有 点 不 属於 O(o po)， 和 从 而 
7(0， as) > Po。 ， 
假如 M 含 在 O(az, po) 十 O4easpoo) 中 , 则 | 有 两 个 点 第 的 和 包 
命 M. 定 理 又 得 着 证 明 ， 车 不 然 , 则 M 中 有 点 如 下 的 点 a3: 
T(t, 08) 之 Po， 7(0a se) > po， 
但 是 天 个 手 蒜 必 不 能 进行 不 止 . 假如 不 然 , MM 中 当 有 点 列 {an} 适 
合 
Toman) 之 Po (入 闫 名 ). 
然而 以 是 一 入 密 点 集 ,此 篇 不 可 能 的 事 . 所 以 中 必 有 有 限 个 
点 一 就 是 个 点 4,…, ou, 使 用 包含 在 它们 的 环境 中 :， 
M CC O(a po) + O(a, po) 十 … + O(ar, po), 
设 {B} 中 的 B, 售 有 OQO(4, oo) , 那 末 1M CEBTT … 十 五 kr， 性 明 完 
举 。 
注 埋 ”定理 中 的 开 , 必须 是 于 的 理由 ,已 明 於 前 。 现在 枉 朋 
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“ 散 密 ”的 人 条件, 也 不 可 以 除去 。 例如 在 空间 五 中 ,证 间 之 入 
IT», = (n—3, nt) (n= 1,2,3,.) 


可 以 掩 蓝 一 切 自 然 数 所 成 的 点 集 : 1, 2, 3, …， 但 是 有 限 个 的 7。 
决 不 能 掩 蔓 {%}) .一 般 地 膏 : 假如 点 集 1 在 其 闪 汪 中 不 是 被 密 的 
话 , 姑 以 中 必 有 勾 极 限 点 的 睹 列 {an}。 潮 礁 下 中 任 一 点 , 作 其 环 
境 O(a, o), 取 po 盐 小 ,使 O(a, po) 中 不 含有 {aw} 的 任何 点 (但 是 中 
心 & 可 能 是 一 Qn)。 如 是 一 切 Oo oo) 掩盖 玖 中 所 有 的 点 .但 是 
有 限 个 的 0O(w o) (w& 有 如) 不 能 掩 蔓 {4%n}, 更 不 能 掩 蔓 开 中 一 切 
点 ,然而 我 们 有 下 逃 

林 得 凡夫 和 楼 糙 的 定理 | B 和 开 的 一 


站 
人 


ee 


” 何 名 本 间 ? 4 中 有 可 列 点 集 lpa} 在 4 中 处 处 稠密 村 , 称 
和 是 一 可 析 空 间 . Bs 是 其 一 例 ， 
证 明 设 7,72,… 是 正 有 理 数 的 全 体 , 作 12*} 之 环境 
CD Tm) (m= 1,2,.…). 
潮 於 形 的 一 点 4, 1B8} 有 一 集 8 掩 攻 4, 取 正 数 p。 其 小, 划 
O(a,p) CB. 


套 0(g, p) 中 取 一 点 pn, 使 7(4; pi) 过 > p. 又 到 有 理 数 7m 使 


r(g, pn) < rn<ip. 


那 末 0 6 O( pn; Tm) ae 然 设 v 篇 O(pn, 7m) 中 任意 一 点 , 则 
r(2 0) rz Pn) + Tpn, 0) rn + io<p 
所 以 O(p,, Tm) CC O(a, p). 因 之 O(pn, Tim) C B ” {QO(pm, Tm)} 


1) 休 得 勒 夫 (Linds16f) ”和 杨 格 (W， 旦 ， Young) 原 来 的 定理 仅 在 到 中 建立 
着 ,. 上 述 定 理 是 莫 轩 斯 奶 明 的 。 


第 三 章 内 集 101 


(和 2 二 T2，…p， 刀 一 1，2,，…) 是 一 可 烈 集 ,其 中 之 一 子 集 掩盖 于 
的 一 切 点 。 故 181 中 有 可 列 集 B1, By, Bs, … 掩盖 到 中 所 有 的 点 . 
首 朋 完 蛙 。 、 
系 可 析 空 间 中 之 孙 立 点 集 是 可 列 的 。 
证 明 发 型 是 可 析 空 间 中 之 一 扯 立 点 集 . 发 6M, 取 oo 其 
小 ;可 使 CO(a, p) 中 除 & 而 外 ,无 于 的 是 ， 如 是 0(a, po) 的 全 体 掩 
盖 及 中 所 有 的 点。 由 林 得 勒 夫 和 杨 格 的 定理 , 必 有 可 列 集 
O(an, p(0n)) (R=1,2,...) 
掩 型 中 所 有 的 点 .由 是 可 知 点 列 1an} 就 是 村 。 主 明 完 晕 . 
7. 一 直线 上 的 于 集 本 季 所 讨论 的 点 集 , 部 是 空间 妃 中 的 于 
集 ， 
设 放 是 钮 中 之 一 关 集 , 性 半 轧 、 因 忆 一 MM 是 一 表 集 . 改 
对 论 瑟 :一 型 中 任 一 点 2 有 因 区 间 ye 如 下 : 
wEds = (00) CE 一 17， 
oath—M, bep—M. 
所 以 Bi 一 型 是 由 才 种 并 区 到 ]. 相 集 而 成 ， 区 间 的 集 是 可 列 的 . 
此 区 间 之 集 ， 称 篇 于 集 用 的 价 苔 胎 集 . 由 是 可 迁 : 


集 ， 

有 闲 集 下 的 钉 区立 集中 ， 若 有 坪 肥 癌 共 有 一 端点 ? ， 那 末 2 是 
用 之 一 扳 开 点 。 反 肖 来 说 ，M 的 孤立 点 , 一 定 是 其 两 儿 区 辣 的 痢 
接点 。 由 是 得 着 

定理 2。 候 如 了 集 洲 的 除 原 央 中 , 注 有 孔 相 巍 接 的 , 那 末 ，1M 
是 一 完全 点 集 , 其 逆 亦 扰 ， 


人 


原作 的 杖 如 完全 点 集 “将 [0, 1] 分 篇 三 等 分 ,去 其 中 间 的 天 区 
虽 (3， 3), 又 将 所 除 的 十 区 间 [0, 了 | 和 | 2，1 |, 各 分 需 三 等 分 ,各 


去 其 居中 之 开 区 间 
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1 2 

(a 副 ， 

如 是 灯 灶 遂行 ,以 至 无 限 . 设 [0, 1] 所 遗留 之 点 的 全体 篇 对, 那 末 

阳 是 (可 列 扰 限 个 ) 不 相关 接 的 开 加 交集 的 余 集 ; 由 定理 2, MM 是 

一 完全 点 集 。 於 [0.1], 任 取 一 小 区 并 J,J 中 必 有 1 的 余 区 加 ,所 

以 了 肛 是 一 芍 朗 点 集 。 M 是 康 儿 的 疏 朗 完全 点 集 ， 用 三 进位 法 ， 
划 1 的 余 区 轩 可 记 

(0.1, 0.2)，(0.01, 0.02), (0.21, 0.22)，… 


(0. co ee … Ay 1, 0. gy Ay1 2), 
但 是 ai(ai 一 2) = 10， 
下 述 定 理 指 出 疏 朗 贿 集 成 篇 完全 点 集 的 特 做 : 
定理 3. 设 MM 是 包 中 之 一 芍 庚 闭 集 ， le Cn)} 篇 W 过 除 


ss oe oo. 
ee 


9 


证明 若 了 昌 是 一 玻 妇 完全 集 ， 则 8 必 无 首 元 未 ; 假如 有 首 
元 素 a, 那 末 ww 是 必 之 一 狐 立 点 ,此 篇 不 可 能 之 事 ， 同 理 可 知 S 
无 未 元素， 又 任何 元 素 on 与 am(m 之 4%) 之 间 必 向 有 其 它 的 0,: 
者 不 然则 或 ba = 或 (bw an) 中 的 一 切 点 此 属 众 必 ， 前 者 成 立 
时 , M 有 了 孤立 点 bu; 后 者 成 立时 , MY 不 是 苹 朗 的 ， 雨 者 都 不 合 
要 假设 , 故 由 第 一 章 第 七 节 中 的 定理 , 8 的 序 相 是 人 

反 过 来 说 , 假如 S 的 序 相 是 7， 那 未 , 题 然 地 , M 不 会 有 孤立 
点 。 所 以 M 是 一 完 至 点 集 。 囊 明 完 蛙 ， 

定理 4 完全 点 集 的 芝 是 ( 连 灶 点 集 的 势 )N . 

证 明 敲 NM 是 加 中 之 一 完全 点 集 ， 假 如 开 不 是 蔬 朗 点 集 ， 
那 末 对 必 合 有 一 个 区 间 , 所 以 定理 成 立 。 假如 信 是 一 玖 朗 的 完 
至 点 集 ， 才 未 我 们 得 着 定理 3 中 的 点 集 S, S 的 序 相 是 w, 使 S 与 
(0, 1) 中 的 有 理 点 集成 相似 对 应 , 那 未 

S' 一 AS 
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与 (0.1) 中 无 理 点 的 全 体 成 一 一 对 应 ， 由 从 
MoOST(S— SS)=D! 

所 以 凡 之 势 是 中 .定理 司 蛙 。 

条 Br 中 之 完全 点 集 . 其 芍 是 太 . 

8. 平面 上 的 于 和 集 色 中 的 于 集 , 它 的 特质 , 已 妖 於 前 节 ， 至 
於 中 的 开 集 , 不 但 也有 些 特 质 可 举 , 且 由 此 可 以 推出 高 度 空间 
中 于 集 的 情 驶 . 

定理 1， 裔 天 与 到 是 丁 中 年 人 有 和 所， 假如 天 与 过 


ss so © @ 0 ss #4 #4 


or。 oe + oe + 


‘0, 5 Fy 0, > Fo, Oi . 0, = 0, 
钥 明 由 第 三 季 的 定理 7, 7( 相 , Fi) >0。 者 
= 37(P, F,). 


设 P&《 站, Q《 F,， 作 并 集 0(P, p) 奥 0(Q, o)。 和 和 集 
= >, 0(P,p) 和 与 0,= 》) 0(9,p) 


PEP, Qew， 
都 是 开 集 显然 地 01 > Fi 02 刁 Fy. 又 车 DP 《O01,9€《0. 则 
r(2, 9) Sr7(Fy Fs)—p—p= p>0. 
定理 薄 举 。 
与 前 季 定 理 1 相当 的 ,有 下 面 的 定理 : 
定理 2， 设 末 是 平面 也 上 之 一 开 集 , 班 未 杷 中 有 不 相 重 
之 正方 形 列 


Go Tn LTT Ya CYCEY (R=1,2,..) 
适合 M = E— SQ. 


座 明 ”所 要 落 明 的 是 : 已 中 任 一 开 集 @ 是 一 和 和 集 卫 Qu1Q。| 
是 不 相 重 上 电 的 开 正 方形 列 。 但 是 此 地 的 Br 以 及 下 文 的 种 种 正方 
形 ,都 是 亲 集 ,就 是 襄 : 具 有 四 让 的 正方 形 。 在 三 面 轧 上 ,和 从 十 系 
平行 线 
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T=Mmy=n (NMm=0,+t1,+2,..) 
作成 无 数 个 正方 形 ; 这些 正方 形 中 之 全 落 在 Q 中 的 , 记 它 们 做 
Qn, Qo, … ,Qin; 7 可 能 是 oo。 再 作 十 和 柔 之 平行 钱 

一 各 十， /一世 十 了 (n,m = 0, + 1,+ 2,.…), 
将 所 饼 的 每 一 正方 形 分 镶 四 等 分 。 记 全 些 正方 形 之 完全 落 入 QQ@ 中 
的 篇 Qa Bw,…, Go; 16s 可 能 是 co .如 是 败 苇 进行 , 陆 炉 芭 作 十 
了 邓 之 平行 烤 . 
z 一 人 N 十 于 Y 一 2 十 训 
(Nn,MmMm= 0, 寺 ll 二 2 =1,2,..,2*— 1), 

将 佑 未 在 Q@ 中 之 正方 形 分 敌 四 等 分 ,等 分 而 惩 , 其 能 全 入 @@ 中 的 ， 
记 它 们 做 ma Qo Qi Qun To 可 能 不 是 有 限 的 。 由 是 得 正 
方形 的 和 集 


k=1 v=] 
显然 , S = @。 今 登 GE S, 车 p 《9, 则 取 开 其 大 时 , 必 有 适 长 
篇 元 的 (上 面 所 作 的 ) 正 方形 含有 2 点 而 蓝 入 开 集 @ 中， 假如 有 


Qu 适合 
lik, lv pEQ,, 


那 末 P《 3， 老 不然, 则 上 述 直 长 得 去 的 正方 形 ,应 刀 它 做 Gu, 因 


之 ， 
DE Qi C S, 


所 以 Qc 5S,S = @、 定理 蒋 星 . 
第 三 章 避 题 


1. 设 企 B。 上 ， 有 点 集 4, B,C; 4 是 回避 十 二 2, B 是 图 
十 信之 1,C 是 如 十 迹 1。 苯 明 BB 在 A 中 是 开 的 ,C 在 4 
中 是 于 的 . 
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2. 说 B, 0 是 有 度 的 空间 中 的 两 个 点 集 , 
r(B,C)= 下 过 7(D， 0 
3. 设 4 4 … 都 是 如 中 的 外 限 点 集 ， 唱和 集 A 也 是 B 
中 的 外 限 点 集 . 


4. 41, 4 … 都 是 昌 中 的 内 限 点 集 , 体 朋 和 和 集 
人 十 十 一 十 (N= 1,2,.……) 


与 通 集 I 4 都 是 下 中 的 内 限 点 集 . 


5， 著 明 0(B, oo) 是 已 之 一 琶 境 。 
6. 设 下 是 一 有 度 的 空间 ,其 中 的 点 ?是 一 再 数 数 列 
4 一 {wn} ， 


一 切实 数 数列 都 是 以 的 点 ， 今 设 
(2, Y) 一 > 1 ey | 


E 2" 1 十 I 
及 有 明 1 成 一 完全 空间 . 
7. 谈 Mi 是 一 切实 数 数 烈 所 成 的 有 度 的 空间 , 假如 Z6 Mi， 
y€ 1 那 末 


r(%, Y) = 上 界 | zn 一 Yn |. 
倒 明 Mi 是 一 完备 空间 ， 
8. 设 MC Mi, Mi 中 的 点 都 是 收 伍 的 实数 数 烈 ， 惑 明 Ms 自 
己 成 一 完备 空间 ( 距 风 定义 同 MX,). 
9. 设 My C 对 ,Mo 中 的 点 ”= {zw} 是 使 级 数 | zn 1? 收敛 
的 于 中 一 著 点 , 设 了 P 宇 1,Y = {yn} 


oo 1 
r(x,Y) = 3 | zx 一 mm 
1 


共有 明 Mz 是 一 完全 空间 , 
10. 在 平面 B 上, 设 [ 一 2, 一 2; 2,2] 一 [一 1,1;1,1] 中 
有 理 是 的 至 体 是 已， 
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M=E+[—1,—1; 1,11. 
求 村 的 包 , 核 和 境界 . ” 
11. 在 如 ,中 有 点 集 4, B,C,D. 4 是 格子 是 (坐标 都 是 整数 
的 点 叫做 格子 点 ) 的 双 体 ,，B 是 有 理 黑 的 爹 体 ,，C 是 球 X? 十 妨 十 
十 z 二 1, DD 是 球面 十 六 十 2 二 1, 证 朋 
(i) A 是 的 立 点 集 ， 
(ii) 上 B 是 一 已 密 点 集 ， 
(iii) 和 4 二 C0 十 DD 是 一 于 和 集 ， 
(vi) C 是 一 开 集 ， 
(V) C 十 也 是 一 完全 点 集 . 
12. 在 三 区 空间 Bs 中 有 图 C: 妈 十 多 < = 0 于 C 是 
否 五 s 中 之 一 区 域 ? 双 闻 在 平面 如 ,上 , C 是否 成 一 车 域 ? 
13. 在 En 中 有 点 集 用 = {(x,y,2))}; 其 中 的 点 车 不 适合 从 
人 二 1， 
z>>0 
则 必 zy = 0。 阐 岭 凡 的 任何 两 点 了 与 Q, M 中 常 有 s 过 镇 可 以 
联 辕 己 与 @ 雁 ? 又 于 1 是 否 成 一 联 箱 点 集 ? 
14. 於 前 题 中 的 以 ,添加 下 列 点 集 7 了: 0 之 z 之 1, 基 成 一 联络 
点 集 ,者 是 什么 缘故 ? 
15. 从 前 题 的 是 集 , M+ 了 除去 适合 |z| 1 的 一 切 点 (x, y， 
z), 仍 得 一 联络 点 集 , 但 不 是 一 连 秆 点 集 。 假如 和 从 必 十 了 除去 
| zj 二 1, 那 末 得 着 连续 点 集 , 
16, 设 六 是 康 安 的 玻 朗 完全 点 集 , z《 开 .用 三 进位 的 无 限 
人 小数 表示 2z 上 时 ,部 明 
色 一 0。 aaaas (a, 1). 
. 17. 设 和 (0a0i)1 (an 天 一 co bn 闫 十 00) 是 一 玖 朗 完 全 点 集 
MM 之 对 区间 集 . 履 明 以 自然 顺序 得 顺序 的 有 序 集 { 0 之 序 相 是 7。 
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双 若 15w} 的 序 相 篇 7 上 时, 导 是 一 芯 朗 完全 点 集 ， 

18. Br 中 完全 点 和 集 之 势 等 於 愉 . 

19. 於 B; 中 就 作 如 下 的 十 个 开 和 集 01, 0z; 中 含有 2 轴 (Y = 0)， 
0, 含有 人 双 曲 米 ZY = 1， 010, = 0. 


第 四 章 
实 函 数 的 连续 性 


1. 害 档 数 ” 设 村 是 一 嵩 集 , 多 是 实数 的 全 体 , 以 上 0 盖 难 ， 
得 一 落 集 , 称 它 做 在 必 . 上 所 定义 的 实 男 数 , 对 应从 MM 的 一 点 %, 好 
中 有 一 数 f(x), 过 是 实 西数 的 记号 . 车 必 是 Br 中 的 点 集 , 则 当 

R= (Vi Wo es Wk) EM. 
肝 , 我 们 可 以 改 寅 六 ZX) 篇 pz zo，…, Tk)， 称 它 做 实 楼 数 2 2o， 
,wx 的 里 出 数 , 名 以 篇 上 比 画 数 的 定义 区 . 

设 f(x) 是 在 点 集 1 上 所 定义 之 一 实 画 数 , 函数 值 六 2) (% 
eM) 的 公 体 互 是 一 实数 的 集 ， 名 恕 的 上 界 篇 此 而 数 的 上 界 ， 用 
S(f(%), % € WM) 二 S(f, M) 表示 它 ， 妈 记 匡 的 下 界 篇 1(f, M)， 

(一 ) 车 有 吾 过 S(O,M), 则 有 中 必 有 ZX 使 f(x) 之 莫 ; 

(二 ) 夺 基 型 中 任何 2 f(x%) 委 S(f, M). 

过 十 事 (一 ) 奥 (二 ) 乃 是 S(f, 放 ) 的 转 征 , 可 以 作乱 号 (六 及 ) 的 定 
闵 .7Z( 广 区) 的 特征 如 下 : 

(三 ) 车 之 1(F, 以 ), 央 MM 中 必 有 适合 1(X) 之 衣 ; 

(四 ) 沁 於 村 中 任何 点 3X, 天保 1(f, 履 ) 之 人 ZX) 常 成 并.… 

识 工 CC 于, 那 末 ， 

714, M) TF,T)S SF,T) < S(f, M). 
者 (六 ) < oo ,旧称 7) 在 上) 有 (有 十 夫 的 图 烛 ， 


人 


都 是 有 限 数 哮 ， 各 局 一 有 界 而 数 ， 由 是 ， 党 用) 篇 有 界 了 时 , 必 有 
1) 规定 十 % 黛 一 部 在 以 中 . | 
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常数 C 适合 
fo) EC (rEM). 
设 M? 是 对 的 包 , x 是 包 1 中 的 一 点 民 中 必 有 点 列 {zn| 
收 全 於 %,% 是 到 之 一 孤立 点 的 话 , 那 未 一 切 on 都 就 是 x。 上 限 
Hr f(xn). 
与 点 列 {z} 有关 傈 (固定 x)， 称 道 些 上 限 的 上 界 篇 丽 数 在 点 Zz 之 
上 界 , 记 之 以 
S(z,f, M) 或 S(z). 
同样 可 定 闵 下 界 T(z, f, MM) = (x) 的 意义。 应 该 留意 的 是 2 篇 
Mo 的 点 ,可 能 不 属於 用 , 因 之 f(z) 未 必 有 意义 ,而 S(z) 与 1(2) 
是 有 意 闵 的 .由 定 闵 即 得 
定理 1， 设 1(2) 是 (有 度 空 取 中 之 一) 名 入 M 上 所 定 闵 的 二 
妆 ( 宣 亢 数 的 入), 
(i) 车 x《 Mo, 则 
C1, M) Is) < Sx) < SF, A). 
(ii) 车 “是 MM 之 一 孤立 回 , 屠 未， 
f(x) = 7T(z) = S(z). 
定理 2 慑 MM 是 有 度 守 虽 中 过- 时 入， (4) 是 M 上 所 宏 


人 


ee 


On = Olx, pn) MM 时 ， 
lim SO = S(z,F, M). 


证 明 S(f, Oo (2 = 1, 2,… ) 是 一 单调 减少 数列 , 当 ?一 co 
时 , 它 有 一 定 的 极限 7。 车 7 十 土 co, 那 未 , 显然 地 , S(zx, 1, M) 
也 是 土 oo。 今 设 7 是 一 有 限 数 ,se 之 0, 则 由 S{(2, 了, MM) 的 定义 ， 
型 中 有 收 敏 於 zx 的 点 列 1X%x) 适 合 
lim jxn) > S(x,f,M) — e. 


故 有 7: 党 1n 之 涡 降 ， 六 oa) > SCX,f, MM) 一 2。 所 以 


IO 里 本 数 论 


ST 0 一 Stz， MM) 

会 一 00, 得 7 宇 S(z, 了 及) -- 2e. 兮 s 一 0 力 得 

7 > SC, 1, VM). 
又 0; 中 必 有 业 使 f(za) > S(f,0;) 一 二， 然而 f(x) 不 能 大 
於 S(f, 0), 所 以 

lim f(xn) 一 了 了 。 

左 端 小 於 或 等 稚 S(7， 六 M). 下 得 7 一 S(z, f, A ) ， 恰 明 完 黑 ， 
同 镁 可 订 | 
定理 3. 在 定理 2 的 假定 下 ， lim I1(f, O%,) = 1T(%, f, M). 
定理 和. 假如 7(z) 是 缴 密 点 集 计 上 所 定 六 的 本 数 ， 孝 末 M? 


3 S + ee $ 


© eo * » 


Lz’, fs NM) 二 = jy, M), S(z",f, M) = S(f, M). 

证 明 ” 滋 从 正 整 数 7,M 中 有 点 如 使 HX,) 汪 S( MM) 一 二 

因 开 是 一 币 密 点 集 , 故 {zvj 至 少 有 一 极限 上 x”. 因 之 ， 
S(z",f, M) > 8S(f, M). 

此 地 的 不 等 些 是 不 窒 实 更 的 ,所 以 2 是 所 求 的 一 点 同样 可 腰 有 
xz' 适合 1(2', 了, M) = I(f, M). 

注 曲 ”假如 4 不 是 籼 密 点 集 , 那 未 ,未 必 有 2 和 x” 如 定理 4 
所 迹 . 例如 {wn} 篇 一 钨 极限 点 的 点 列 ， 

Fn) 一 ?FT) 一 0 (2 天 0)。 

那 末 S(f, 必 ) 是 十 co 而 G(z,f, MM) 都 是 有 限 数 . 

2. 丽 数 之 连续 点” 设 f(z) 是 点 集 M 上 所 定义 之 一 画 数 ，mm 
是 于 的 一 点 。 当 用 中 的 点 列 {Xn} 收 钊 於 各 于 ,假如 等 式 

lim f(xn) = F(z) 

常 成 立 , 舟 vo 入 (xX) 之 一 连 积 点 , 称 jz) 在 点 vo 是 连 粮 的 ， 


1) 此 定理 当 及 CC 色 1 时 ,首先 由 环 耶 司 脸 拉 斯 所 惧 明 。 上 述 一 般 定理 ,是 富 勒 澳 
(Erechet) 所 请 。 


% 
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定理 1。 设 履 是 所 7X) 的 定义 区 . MM 中 的 一 点 ze 成 篇 (XY) 
之 过 种 点 的 充 李 条 件 是 
T(zo, f, M) = S(%o, 1, M) = 1 %o), 
证 明 ”对 英 必 中 任意 之 收 仇 准 加 的 {zn 上 ,成立 着 
10zo) < lim f(zn) < lim f(zn) < S(%o0). 
所 以 当 人 条 件 成 立时 ,lim f(%) 存 在 , 且 等 於 六 Xo)，。 到 车 徊 一 和 
含有 


lim f(xn) = lim f(xn) = F(z). 
划 必 7(zo) = S(xo)， 定 理 汪 办 . 
定理 2。， 设 f(z) 是 人 MM 上 定义 的 丽 数 , z% 成 一 f(x) 的 回炉 点 
之 谍 要 条件 是 :对 共 敬 合 
PEf(ro) < qd 
之 任何 两 数 2, 9, z 有 如 下 的 水 境 0(zo) ,在 通 集 0(zo)M = 0。 
中 任意 一 点 * ,成 立 着 
2D< AZz)< 9. 
证 明 ”人 杀 件 的 充足 性 : 改 Xn 一 2 znEM, 漠 由 假设 , 当 % 蔚 大 
上 时, zr 落 入 Os 中 , 因 之 有 如 下 的 WV; 当天 全 作 蛙 ， 
Dirn) < gd. 
由 是 了 二 lm 了 (zs), lim 了 (sn) 之 gq 全 7 与 9 者 趋 近 於 f(z0) 萎 
得 
lim jz) = f(%0). 
条件 的 必要 性 : 设 zw 篇 f(z0) 之 连 粮 点 。 假如 所 设 人 条 件 不 成 


立 , 那 末 对 众 任 一 整数 w 0 ( zo, 二) 中 , 必 有 有 点 不 满足 


Pfyr) a. 
因 之 有 收 化 於 zo 的 点 烈 12x) ; 或 使 f(xn) 三 训 或 使 有 rn) 之 
lim f(z») < f(zo) 殿 lim f(xn) > F(Xo0) 
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将 有 一 个 成 立 , 芝 是 与 连 灶 性 相抵 钥 的 。 定 理 立 闪 ， 
度量 的 定义 和 拓 搂 的 定 蒜 
前 面 定 闵 S(X) 和 7(xX) 时 ,是 点 集 的 包 Mo 中 的 一 点 . .但 是 ， 
点 集 型 的 包 1 ,可 以 避 腕 距 训 的 概念 来 定义 它 .。 起 4 是 一 空间 ， 
M c 4, Mi Cc 4. 今 定 1 的 意义 如 下 :适合 
(i) M+ MM = (M+ MI), (ni) (Wo = Mo (ii)MEM' 
三 条件 的 Mo ,叫做 到 的 包 。 对 种 空间 时 做 拓 搂 空间 。 包 3 与 M 
一 致 的 集 称 篇 阴 集 , 称 阴 集 M 的 镍 集 4 一 到 得 并 集 。 那 未 “ 环 
卉 "等 意义 可 以 决定 ， 过 炉 点 的 拓 朱 的 定义 可 述 如 下 : 半 於 任 一 正 
数 。, x。 有 一 环境 0(zo), 当 “在 MO(xo) 中 时 ,不 等 式 
[fxz) — f(x0)|<e 
成 立 的 话 , 称 zw 篇 F(X) 之 一 连续 点 . 
.上述 拓 朱 的 定义 ,不 含有 距 见 的 概念 。 下 面 所 述 的 定义 ,含有 
距 舱 的 构 念 , 乃 是 连 秆 性 的 度量 的 定妆: 关於 任 一 正 数 es, ze 有 一 
“球状 ?环境 O(zo p), 当 + 在 MO(zo, p) 中 睹 ,就 是 说 , 当 x2 《MM 且 
To Vo) < o 有 时, 不等式 
[f(x) — f(xo0) | < es。 
成 立 的 话 ，2zo 是 六 z) 之 一 连 芒 点 . 
定理 3. (i) 若 篇 f(%) 之 连 各 点 , 则 0 亦 篇 |f(x)| 之 一 过 
太 点 . 
(ii) 车 mo 篇 fKz) 与 0") 过 全 基带 烙 上 ， 则 zo 亦 篇 f(x)g(2) 


* oo 0 sae +* 


® 4 0 ® © 


数 . 
(证 ) 在 ( 科 ) 的 条 件 下 , 若 9(zo) 天 0 则 tm 
点 . 
三 项 定理 ,都 标明 显 , 若 明和 从 上 略 . 
定理 4， 发 有 限 个 画 数 Kz), 9(2),…, jz) 都 在 点 集 MK 上 


站 
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彼 定 义 着 而 有 公关 二 惩 中 xo, 那 未 “0 也 是 它们 的 最 大 值 丙 数 和 最 


和 


ee 


f(%) 十 0CZ) | |f(%) ~ g(%) | gu {1(2) 十 0(2) |f(%2) — gC%)| 
2 2 2 2 
是 f(x), 9(x) 的 最 大 第 丙 数 与 最 小 秆 函数 。 设 FGr) 导 GOZ) 是 
f(2), 9(Z)， 2 h(x) 的 最 大 和 值 珊 数 与 最 小 值 画 数 . 天 
F(x) + Um) F(X)— Uz) gu F(x) 二 ML) CO) 一 区 | 
2 2 ~ 2 2 
篇 f(x), g(r), 四 h(x), tz) 的 最 大 和 值 函 数 和 最 小 值 函 数 . 
由 是 ,和 从 定理 3 的 (i) 和 (ii) ,定理 和 是 明 题 的 事实 。 定理 体 
旺 ， 
注 辣 ”定理 4 的 辕 果 ,不 可 以 推 至 无 限 个 丽 数 .例如 


jn(z) = 0, (£0), f(z2) = nz (0<> 祥 过)， 


(2) = Ta 二)， 


那 末 (x), f(x),… 的 最 大 画 数 2) 党 4 委 0 时 ,其 值 篇 0; 当 
%> 0 时 ,其 值 篇 1. 在 x? = 0, fn(7%) 都 是 连 和 的 ,而 1(%) 是 不 连 
灶 的 . 

3. 连 粳 范 数 ” 设 f(%) 是 在 点 集 对 上 所 定义 的 画 数 , 著录 中 
的 任何 点 虱 是 了 (x) 的 连 种 点 , 称 f(z) 篇 M 上 所 定义 之 z 的 连 芒 
两 数 .例如 r(z, zo) 是 z 的 连 种 丽 数 . 事实 上 ， 

[|r(2n, Wo) 一 ?9(2 Ko) | rN Hn) > 0 (Xn 一 > 人 )。 

定理 1。 在 敏 密闭 集 开 上 所 定义 之 过 炉 酚 数 族 AX)， 它 的 上 
界 S(f, MM) 各 下 界 TCF MM) 痢 是 了 的 而 数值 

证 明 MM 是 一 第 密闭 集 。 所 以 必 中 ($1, 定理 4) 有 十 和 束 2 
与 2 适合 


+ 


ES) 
E34 
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S(z",f, M) = SC(f, M), T(x', f, M) = I(f, M). 
由 了 的 连续 性 , 刀 得 SC) = 了 (w"), I(f, 人 ) = f(w') 首 办 . 
昱 用 I 颖 克 的 定理 。 设 儿 X) 是 在 形式 半 [a, 5] 上 所 定义 
的 连续 两 数 , fa) = 1(5) = 0， 由 定理 1, [cb 中 有 %* 和 与 %” 
适合 
fx) = 1, [a, 5]), fx”) = Sef[a, 5b]). 
车 1(#) 关 0, 基 4 过 x 之 5; 当 4 过 有 % 之 YX 之 和 4 之 b 上 时 ， 
Fa) 一 大 0) 二 0， Foo) 一 大 0) 0 
一 如/ “ 


2 一 2 2 


故 若 厂 限 im 1%} 二 人 2》 存在 , 则 其 值 必 声 0， 同 楼 可 苯 : 
当 六 7z ) 天 0, 卫 酸 限 


了 7 


lim f(z) 一 f(x") 

WA 人 一 出 
存在 时 ,其 值 必 等 於 0. 车 f(r) = f(x") = 0, 则 ff(%) 人 至 等 礁 0， 
-上 记 之 两 极限 此 篇 0. 称 极限 值 

lim 1(2) 一 f(%o) 

Ed 让 一 wo 


《存在 的 话 ) 为 f(x) 在 加 之 导数 , 记 它 做 廊 (zo). 由 是 得 着 如 下 的 
定理 :发 于 区 间 fw, 中 上 所 定 闵 之 束 续 函数 所 2) 在 (% 0) 中 上 共有 六 
数 产 (XY), 则 当 六 c) = (5) = 0 时 ,(4,5) 中 有 汕 zo 适合 於 
三 (zo) = 0. “ 
应 用 II 代数 学 的 基本 定理 : 设 
Uo( EO0), A Hg, On( n> 0) 
都 是 复 素 数 , 则 必 有 一 复 素 数 > 适合 
0o2nm 十 2" 十 十 Qn 一 0, 
此 定理 可 利用 定理 1 媳 朋 .。 输 12) = az 十 … 十 ae。 取 
适当 大 的 正 数 p, 使 当 |z| = 2 上 时， 


1) 肢 河 (Michel Rolle) 1652 一 1t719. 
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Ia) > Ia"| (1 


因 |z| 万。 是 在? 三面 上 的 秘 窗 于 集 , 故 由 定 坚 1, 必 有 适合 
[f(z0)| = I(| Fz)|, |z| < p), zo| << p， 

由 是 东明 Kxzo) = 0 好 了 。 假如 7zo) 疙 0, 那 玉 , 富 (zo 二) 篇 

及 的 多 项 式 


| 经 二 十 十 on 
aoe™ 


) > 1A. 


bo 二 + hb 十 … 十 hb 
时 ， bo 一 f(z) 尖 0, Dn 一 Qo 天 0。 设 bi, b2, “Dy 中 ， 最 初 之 不 
等 於 0 的 是 bm, 帘 


的 般 站 天 0. 妈 设 有 = 762,， 则 得 
fzo +h) 11 
A 
f(z0) bo 
| 十 Rrmei?imid 十 rmt+l . 


取 ? 其 小 , 可 使 7H 的 绝 半 值 小 於 > R. 由 是 ,到 0 使 W0 十 9 一 


一 的话， 


| ee 
右 方 小 於 1, 故 |1f(zo 十 且 )| < 17(zo)|。 人 其 小 时 ,5o 十 帮 
是 图 |z| 二 内 的 点 ,上 式 与 ,的 意义 相抵 租 , 所 以 f(zo) = 0. 

定理 2。 设 f(x) 是 在 点 集 M 上 所 定 闵 的 画 数 .假如 对 放任 
二 实数“ , 遗 合 友 关 傈 


f(x) 守 ec, vw EM 
之 的 全 体 M, 和 还 合 从 并 休 人 E,WEM 之 “全 苯 M 痢 


ee + 
#4 os 


ss ee ee ee ne + 0 


钵 明 在 所 歌 休 件 下 假如 画 数 用 % ) 温 有 个 不 速生 加 2o， 
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那 未 及 中 有 点 列 和 {zn} 收 钱 於 xo, 而 关 傈 (Xn) 一 了 (x0) 不 能 成 立 . 
是 必 有 两 数 2, 9 适合 雁 
PW) < 
而 有 无 数 之 x 不 能 满足 2p 过 f(xr) < 94. 假如 
信之 ja) N= To, Na, ) 
那 未 取 c = pp 的话, Xn 《M2 (2 = 7 7 …) fo M,。 由 是 MM， 
浪 於 M 不 是 于 的 ,过 是 有 背 扒 假 贡 的 ， 双 假如 
f(Tm) > (m= Tm, m2 ), 
章 末 到 c = 4 的 语 ,得 着 Mi 不 在 用 中 是 阴 的 戏 慎 。 所 以 f(%) 滩 
有 不 连 钙 点 ， 
反 肖 来 膏 : 设 (2) 是 一 连 重 丙 数 , x。& Mi， 滥 未 ,，M 中 有 点 
列 {zo} 收 合共 wo 因 之 
f(xn) So, f(z0) 守 c, wo MI. : 
所 以 调 涤 於 用 是 于 的 。 同 樟 可 有 Ma 对 有 认 并 是 于 的 。 尊 朋 完 
星 . 
条 只 1(2) 是 MM 上 的 这 燥 而 数 ， 凤 并 是 旋 程 式 f(z) = 
(ze 3) 之 一 切 时 了 所 成 之 储 1 对 锥 M 是 几 的 ， 
人 证明” 适 是 因 篇 Mi .Ms = 对。 的 和 缘故. 属 明 完 尝 . 
定时 3 设 作 7X) 是 联络 点 集 和 和 车 


ss oe oe 


ee 
站 


证 明 设 fz) = 0, f(z,) = cc cc>>c>>c， 如 定 
理 2, 定 Mi 与 Mo, 那 末 ， 
zi € Mi, x €E Ms, Mit+ M,= M 
由 定理 2,M1 与 M1, 在 开 中 都 是 并 的 。 因 篇 1 是 一 联 阁 点 集 ,所 
以 M1, Ms 不 是 襟 的 。 在 MiMz 中 任 一 点 x A(x) 等 於 c， 
1) 当 收 已 刀 时 ,定理 3 是 波 负 查 诺 所 说 的 。 
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定理 嫩 阴 完 界 . 
应 用 设 Xz) 在 于 到 闻 w 委 2 委 2 中 是 思 姜 的 上 时候, 天 与 妃 


是 它 的 最 小 画 数值 和 最 大 画 数 值 , 那 未 
no -oT fdre Ho). 


由 定理 3,[, 9] 中 必 有 一 贞 # 斋 合 三 f(x)dx = (5 一 a) 1(6). 
就 是 第 一 下 均值 定理 . 

注意 ”定理 3 中 “ 隘 络 ”的 人 条件 ,不 可 以 如 除 . 假如 1M 不 是 联 

和 络 点 焦 , 那 末 有 以 ,Ms 在 到 中 是 并 的 , 且 
M = M+ M,, M2 0, M, 0,M, = 0. 

今 设 f(x) = 1 (zw M1),f(%) = 0(z&《 Ms)。 此 丽 数 fz#) 在 M 
上 是 连 籍 的 ,但 是 不 取 (0, 1) 中 任何 值 。 

均匀 连 转 画 数 截 累 z) 是 上 的 画 数 。 藻 对 认 任 一 正 数 s， 
有 正 数 6; 汕 Z26HZEHMH7( 0 ) < 上 时， 

[7Fz) 一 7f2) < 


成 立 , 称 矿 z) 坑 MM 上 的 均匀 过 车 画 数 。 

由 此 定义 , 知 雹 匀速 悉 函 数 是 一 连续 画 数 。 然 回炉 画 数 ,未 必 
是 均匀 过 秆 ,下 文 将 举例 以 膏 朋 此 事 . 

定理 4。 在 散 密 阴 集 M 上 所 定 姜 的 这 六 丽 数 1(z), 一夫 是 
均匀 如 续 的 


证 明 ”假如 jz) 在 1 不 是 均匀 连 和 烧 , 那 未 ,有 之 0, 对 帮 正 
整数 2 M 中 有 两 贴 zw z4 适合 | 
[fgn) — fH)| Pe rvneh) 二 过. 
由 人 的 梓 密 性 ， 有 {zw} 收 化 庆 wo, M 是 于 的 ， 政 驶 El 由 是 
zu -> zo。 2 -> xzo。 和 从 jz) 的 连 苇 性 ,我 们 过 到 如 下 的 矛盾 : 
e 委 |fz。)->Fo )| ->0 (7 -> co)， 
定理 牙 举 .。 
此 定理 也 可 利用 掩 董 定理 来 伍 明 。 轩 於 es 0, x 《 M, 有 如 
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下 的 球状 一 十 Ox, p(w)) 
If(r’) — flw) < 一 : e， WE€ O(%, 2p(%)). 


由 是 履 篇 一 切 球 状 环境 0(X, o(2)) 所 掩 董 . 由 竟 肝 斯 的 掩盖 定 
理 , 形 中 有 有 限 个 点 zw, 22, … zw 使 球状 环境 
O(xi, pfX2i)) (i = 1,2,."k) 
掩 昔 11. 设 p(%1), p{ Wo),…, P(X) 之 最 小 者 篇 oo 划 当 
72 TX) < po TE M, YX' € WM, XE O(Xi, DC) ) 上 时， 

T(Tis CT ) TI(2i 0) 十 2)<< p(Xi) 十 po<2p(2r)， 

所 以 
fz) — fz) le, If(7i) — fr)| te. 


因 之 | 六 2 ) 一 f(x) | < s， 由 是 得 定理 4. 
示意 1 任意 的 于 集 M .上 的 连 炽 画 数 ， 术 必 有 具有 均匀 连 灶 
性 .例如 
f(x)= x 
得 五 , 上 之 连 炉 夯 数 ， 然 当 zx 汪 0 蛙 ,， 欲 使 | f(x') 一 (x)|= 
二 | (2 一作)(Y' 十 必 | 小 於 %6, 必须 
| 2 ?< TT 二 可 
当 12z + x'| 蔡 大 时 , 右 端 之 数 其 小 ,所 以 f(zX) 不 是 均匀 连 生 . 
注 呈 2 任意 的 丁 密 点 集 上 所 定义 的 连 种 而 数 , 也 未 必 具 有 
均匀 过 镇 性 .例如 
f(z) = 二， 0 一 > 一 1 


是 连 积 函数 的 。 然而 非 篇 均 久 过 和 荐 病 数 . 因 篇 狼 於 (0, 1) 中 雨点 
T,X', 
多 一 好 


AD — fw) = | | < 


含有 |% 一 2 | 之 ew | 看台 可 以 曝 近 扑 中 
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话 肉 如 此 ,定理 4 逮 可 以 略 事 拓 广 : 
定理 5. 设 设 了 (%) 所 年 肯 之 届 集 党 M. 若 性 有 粕 密 的 于 子 


ae 


p， 当 
: (2, t1) < po, rEM, ti € M 
时 ,|f(z) 一 f(%w)| 过 :. 

证 明 同 定 进 4 的 座 阴 . 

设 1(7) 是 区 闭 (4, 5) 上 所 定义 的 画 数 , c(o 二 Cc 二) 是 f(x) 
之 一 连 粮 点 。 若 f(c) 活 0, 则 f(2) 在 Cc 之 中 当 的 环境 中 也 不 等 於 
0. 此 定理 应 用 其 广 , 今 扩 充 如 下 : 

定理 6. 在 定理 5 的 条件 下 , 若 f1(x%) 在 以 上 关 0, 旧 得 必 
有 一 个 环境 0(M;)， 在 O(M1) 上 ， f(x) 也 不 等 内 0. 

证 明 画 数 | f(z) | 在 点 集 M, 上 也 是 连 炉 的 ,过 是 因 篇 

1 ARz) 一 AZ 入 TAz) — f(z')| 
的 稳 故 . 然 Mi: 是 一 贡 害 于 集 , 故 其 中 有 点 ze 适合 
[f(z0) | = 7(| FM,), 
取 正 数 e 达 1f(wo) |。 由 定理 5, 半 从 。, 有 正 数 p 如 下 ,党 
(2 20)< po, rE M, wr EM 
时, |Z)|~|7(21)| 之 se， 然 |f(z1)| 衬 |f(x0)| 之 6, 故 f (2') 关 
天 0。 在 肛 和 集 
OM) = 2 OZ p) 
x1€ Mi 
中 的 任何 点 x, 机 数值 f(x) 天 0。 定理 广 蛤 ， 
应 用 偏 利 用 定理 6 议 明 险 画 数 的 存在 定理 : 设 而 数 
F(X,Yy) 里 (2 2) 在 点 (2zo zj) 之 一 环境 中 是 连 秆 的 。 车 
F(zXoYo) = 0, Fy(YXo, yo) 天 0， 
则 在 姑 之 一 环境 中 ,有 唯一 的 (连续 ) 画 数 大 2) 通 合 
P(r, f(2)) = 0, Yo = f(%o). 
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证 明 设 y(z0,yo) 之 0, 则 当 |1y 一 | 英 小 上 时， 
F(xoYy) 一 F(Xo, Yo) >0, 
y— Yo 
因 F(xo, y) 在 yo 之 一 环境 中 篇 y 之 连 秆 画 数 , 故 有 yi, yy 如 下 :; 
Yi 过 ho 2 Fwo, Yi) 过 0, F(Zo, ya) 之 0 

设 2<z<<z2, 当 (za 一 人 7 十 (ya 一 芒 帮 苦 小 蛙 ， 由 定理 6, 不 
等 式 


Fv(z 2) 全 0，FOo op)<0，F ap) 全 0 
沪 和 之 XX 之 zw 4 过 Y 过 Ys 时 成 立 。 固定 (2 22) 中 之 一 点 2,9 
和 从 1 增 至 有 时， 了 P(X, Yy〉 由 负 值 连 粮 的 旦 音调 的 多 篇 正人 镇 ， 堆 
必 通 遇 0, 且 只 有 一 次 通 允 0。， 设 此 时 Y 之 什 篇 (x), 即 得 所 要 的 
糙 果 . 

又 易 姑 F(XY) 在 (x1,")) 中 是 连 炽 的 . 订 明 完 坐 . 

4. 连续 映照 ”在 第 一 章 82 中 , 甬 迟 用 映照 法 9 殖 集 BB 照 大 
集 4 的 音义 : 4 = p(B)， 令 设 BB 是 有 度 空间 万 中 之 一 点 集 , 4 
是 有 度 空 间 R* 中 之 一 点 集 。 设 9% 与 0 都 是 B 的 点 , 当 pm 一 2 
时 , 天 全 

lim p(b») = 9(0) 


常 成 立 的话 , 称 5 是 映照 4 = p(B) 之 一 连 秆 点 。 假如 对 雁 饼 有 昭 
4 = 二 p(B),B 中 没有 不 连续 点 的 时 候 , 划 称 此 照 像 篇 一 连 疾 映照 ， 
假如 R* 是 实数 的 全体 , 那 末 p(B) 是 互 中 所 定义 之 一 实 画 数 , 下 
述 定 理 1, 可 仿 实 画 数 的 相当 定理 来 六 明 ， 

定理 1 设 - A = 9(B),a = p09); b 全 渤 术 下 辽 光 要 修 信 


gD )《 ola. 
次 姥 
.定理 2. 识 碌 = 9(2) 是 一 连 攻 映照， 则 车 忆 是 乔 窜 儿 集 降 ， 


中 
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证 明 设 B 是 一 被 密 点 集 . 设 {2n} C 4, 基 有 {50} 适合 
an = Pl bn). 
因 B 是 稻 密 的 , 故 有 bn, 一 0€B, 设 4 = 2(b). 由 9( 卫 ) 的 连 太 
性 , 当 ? 一 oo 时 ,从 an, = 2(D。 ) 得 到 i 
lim an， 一 gp(D) = 0, 

由 是 {4w} 有 一 权限 点 4。 所 以 4 是 一 币 审 点 集 . 

次 设 an《 有 ,qn > Q, 苇 ar 一 2(bn)，, 昌 有 bn, 收 合 於 D, b 属 
枪 五， 由 是 


lim a = lim op(bn 一 9(D)， 
所 以 a& ,4 是 阴 和 集 . 
假如 B 是 一 联络 点 集 ,而 4 不 是 联 烙 的 话 , 邢 末 委 可 分 解 如 下 : 
丰 =A 和 A 十 4s， Aj. 4,=0，A4Al 关 0， 4 天 0， 
4 恰 4, 都 对 从 4 是 阴 的 . 读 - | 
Ai= 9(B), A, = 9p(B,), 
则 B= B+ B,, Bi 0, BA 0, BB, = 0. 设 b 是 B 之 一 极限 
点 且 属 於 妃 , 则 B, 中 有 点 列 50. 一 0. 设 
on = PDn), 
则 ce 4 然 4 对 认 4 是 并 的 , 故 由 2 之 过 和 续 性 ， 
pgp(0) = lim 9(b,) = lim an,, 
知 g(b)6 4 由 是 86 吾 ， 所 以 已 对 认 刀 是 于 的 ,同样 可 避 B， 
浒 於 B 是 附 的 。 那 末 , 迷 到 B 非 篇 联 阁 点 集 的 矛盾 ， 定 理 体 办 ， 
定理 3， 设 9(C) = B 和 与 J(B) = 4 都 是 连 炽 映 照 ,上 
A=ypC))( = yp(C )), 
也 是 速 熏 吹 照 ， 
证明 设 cn EEC， cn~—yc€C, (crn) = Do 一 > Di VD) 一 an， 
那 末 由 9 与 几 的 连续 性 。 | 
b= 9(c), 60) =lima,n 一 0wE A 


所 这 vp (Cc) = lim yq (ca). 避 星 。 
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定理 和 4 设 B 三 -要 密 财 集 ， 和 = 2(2) 是 一 骑 一 的 过 炉 映 


“ 语 明 认 oeA， Qn 《 A, Qn —> ts Cm gba). 史 & 一 82(b)， 
苯 明 5 一 5 好 了 ， 因 B 是 一 第 密 肛 集 , 故 !{0,) 的 任 一 极限 点 必 
属於 B .由 是 , 当 D。 一 5 时， 

an, = Pp(ba,) > 9(5'). 
故 & = gp(b')。 映 照 9(B) = 4 是 一 对 一 的 ,所 以 六 = b 是 即 嫩 
朋 5 -> 2. 发明 完 尘 ， 

例 没 fz)=y 是 0。 委 2< 委 2 上 所 定义 之 画 数 , 当 Xx 之 x 
时 ，f(z) < 一 Hz')。 那 末 , 假如 f(x) 是 一 连 种 丽 数 , 它 的 道 画 数 
p(y) 也 是 连 种 的 ， . 

两 连 糖 点 集 间 的 一 一 对 应 ” 设 E4 与 Bx 是 两 个 欧 克 里 得 襟 间 ， 
和 A 是 Bi 中 之 一 连 炉 点 集 , B 是 Bp' 中 之 一 连续 车 集 , 那 未 4 与 马 
的 势 都 是 名 所 以 必 有 一 对 一 的 映照 法 9 适合 4 = 2(B)， 然 
而 决 无 一 对 一 的 连续 映照 p 适合 4 = 9(B)。 今 健 就 三 简单 的 情 
形 来 六 有明 . 发 4 是 囊 中 的 于 区间 [8, 1], B 是 ,中 的 正方 形 

rE1l, 0<Yy<l. 
因 人 4 全 召 同 狼 , 故 有 一 对 一 的 映照 9p 适合 B = 9(4)， 此 9 决 
非 韦 芒 的 :假如 9 是 一 连 事 映 妥 , 那 末 首 映照 4 = p~!(B) 也 有 具 
过 和 灶 性 ， 众 B 中 作 雨 直 钱 段 510; 与 cc 相交 从 9 点 ， 直 米 段 ba 
与 020, 都 是 联络 肛 集 ， 所 以 9 而) 与 gb) 也 是 联络 阴 集 ， 
记 
= p(Bd), J, = p91(db,), 

J 是 和 4 中 的 十 如 得， 因 了 4 之 原 像 . wg = pg-1(d) 《1, Jy 故 bibs 
之 原 像 8-1(03) 是 合 有 内 点 w 的 高 闻 几 十 六 . 同 9-1( 60162) 世 是 
含有 内 此 wx 之 一 区 于 , 那 末 gp-LDzp) 和 9-(66) 有 一 共通 的 区 
间 了 ,过 是 不 可 能 的 事 . 实际 上 , 5D 和 cics 仅 有 -一 个 共通 点 @ a 
的 原 像 岂 只 有 一 点 ， 若 将 一 对 一 的 休 件 撤销 划 维 分 4 可 以 连 芒 
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酉 照 於 平方 形 刀 上 且 插 充 着 召 . 送 是 
彼 阿 诺 竟 充 贵 空间 的 连 凌 曲 线 。 设 S 是 -一 原 间 ,9 是 一 正方 
形 , 9 是 大 从 1 的 整数 *. 将 8 等 分 篇 凡 个 小 区 于 
SS ，S0O) ， 
其 中 SP 的 右 端 就 是 S 名 的 左 端 。 又 将 9 等 分 篇 凡 个 小 正方 
形 


QD, QY), "gy Q%, 
其 中 69 锅 Q9: 有 共通 深 。 复 次 ,将 SB 等 分 篇 9 个 小 区 闸 
SD SR gt. IR’, 
(k= 1,2,..,9°). 
是 , S 被 等 分 入 9! 个 的 小 区 天 SP, S9,，…, S3; 其 中 S2 与 
S 吕 1 有 共通 点 。 又 将 Q@ 等 分 篇 9g! 个 小 正方 形 
QO, QP, .…, QH, 
其 中 43 qz 都 在 Ge 之 中 ,99 各 QQ 四: 有 共通 点 . 
此 手续 进行 至 包 欢 时 , S 等 分 篇 9” 小 诛 并 
SS (5S 外 粤 S 名 1 有 共通 种 ). 
Q 等 分 篇 gr 小 正方 形 QQ),，…… @ 增 ,其 中 
QE 1 gt QR ) gt “QQ 0) 
由 等 分 QP 而 得 , @9 中 和风 有 共通 点 
今 将 S 中 任意 一 点 a 用 下 述 的 映 沼 法 昭 玉 0 之 一 点 。、 其 
a &《 SE 则 使 < 人 和. 假如 4 非 篇 任何 S&’ 的 左 端 或 右 端 ， 则 
党 篇 小 区 闻 的 内 点 。 因 之 有 语 ，jp，…… 如 下 : 
SW > SE SD ., 
0 篇 S 吕 的 内 点 ， 因 之 Q 风 二 SR 人 管 和 屯 00 隋 , Q@ 的 
收 化 起 2 假如 和 是 中 其 的 左 端 或 右 端 ， 那 未 w 也 是 Sp (p> 
二 0) 的 左 端 或 右 端 ， 
_ 若 a 不 是 S 的 左 端 或 右 揣 , 则 六 雁 任 一 p, 0 和 起 相 疾 两 区 南 


” * 在 彼 阿 路 (1890) 的 作法 ，g 二 3. 希 尔 襄 觅 (1891) 了 到 9 =2，, 见 国 . 
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SA 与 St?) 的 共通 端点 ， 二 


kn s+p+! 

Sh 十 S41 pe) SE 十 名 tL 忆 

(nn) (1) (ntl) (十 1) oy) 
驴 知 十 QP 之 QE 十 QE I+ 一 。 


入 7 一 co 蛙 Q 名 十 @ 包 ri 收 合 外 2 ， 
全 葵 当 从 8 的 左 端 逐渐 移动 到 S 的 右 端 圭 ，4a 的 像 了 卉 六 
了 QQ@ 中 所 有 的 点 。 记 上 述 之 映照 法 篇 9， 央 对 从 S 中 任意 一 点 ， 
Q@ 中 有 5 适合 於 8 = 二 (4)， 又 设 6 是 Q@ 的 任意 一 点 , 则 必 有 如 
下 的 Qj; (WW 二 1, 2,……): 
bE QF EO AED (N= 1,2,..), 
因 之 S 铝 > S84 (2 一 1，2，…).， 当 % 玉 oo 时 5S 多 收 钙 礁 5 
中 的 一 奥 &, 此 期 5 的 原 像 所 以 5 = po) 大任 了 Q， 
最 后 发 明 5 = 2p(4) 是 一 连续 映照 ， 设 an 一 4, an& 5S， 
bn = pl0n), 0 一 9(00). 

芒 阴 加 一 5 好 了 . 若 & 常 篇 小 区 洁 的 内 点 , 划 有 如 下 的 后 ,有 
SY > S® IO, ESSE (N=1,2,.) 
除 有 限 个 之 or 而 外 , {ax} 之 点 属於 9 各; 因 之 固定 mm， 有 PD: 当 

名 之 了 时 
bn € QQ 人 。 

因 gg 收 化 於 5, 放 0m. 一 0., 同样 可 说 a 得 小 区 间 的 端点 时 ，po> 
六 了 ;实际 上 8 十 BPTI+1 收 化 基 5?， 由 是 可 迟 如 下 的 精 
论 : 才 9(%) 是 a < wx < 5 上 之 束 种 丽 数 , 则 连 杭 出 粮 

Y= Pr), oreb 
有 友 寅 一 个 正方 形 的 可 能 ， 
当 9 = 2 时 ,将 士 六 等 分 与 闪 十 四 等 分 的 情形 ,图 示 好 下 :一 

六 十 四 等 分 正方 形 时 ,其 7, 10, 55, 58 四 个 正方 形 有 一 共通 点 . 
由 是 可 知 此 点 的 原 像 不 止 一 个 .一 般 而 论 , 圣 巩 久 的 一 点 5, 含有 
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书生 HH 
6 的 @ 名 (1 = 1,2,…) 不 止 一 个 . 设 
ep Db € QD ， 天 的， 
草 {SS} 与 {Sp 小 所 决定 之 点 可 以 不 相国， . 
5. 站 过 种 点 设 用 x) 是 点 集 MW 上 所 定义 之 一 画 数 ,2 是 M 
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之 一 点， 看 如 
S(x, Ff, M) = f(%), 
称 / 在 点 了 是 上 和牛 连 炉 .又 若 
T(z, f, M) = f(x), 
旧称 在 点 人 * 是 下 午 连 种 .所 以 4 篇 f 之 一 过 种 点 的 充 要 人 条 件 是 
f 在 点 xX 上 年 连 粮 且 下 千 连 粮 . 例如 26 王 ， 
f(x)=a+ {ob — a)limsgn (sinm'rnr), Gg < bo; 
那 未 党 x 是 一 有 理 数 时 , f(z) = a。 假如 z 是 一 无 理 数 , 那 末 
sin?2m !7X 全 0， 
因 之 1(x) = 5。 由 是 ,车 ?是 一 有 理 点 , 划 
& = IX) = F(X) < b= S(7), 
车 % 是 一 无理 点 , 划 
a= I(x)<b= f(7) = S(7). . 
所 尽 一 切 有 理 点 都 是 了 的 下 千 连 夭 点 ， 一 切 优 理 点 都 是 f 的 上 年 
连篇 点 . . 
定理 1， 设 点 集 守 是 从 7) 的 定义 区 , XY《 -MY，。 点 xX 成 篇 了 
的 上 后 溃 征 时 之 充 权 条件 是 :名 於 任 -一 正 数 <. 有 0(2), 党 EM 
f(r) Fr) + e. 
又 了 在 > 篇 下 千 汪 炽 的 充 要 人 条 件 是 : 湖 於 se 之 0, 有 0(7), 党 2 
属於 MO(z) 时 。 
FU2Z ) fs) — e. 
证 明 若 * 是 f 之 一 上 咎 过 种 点 , 则 对 众 任 一 正 数 , 有 0(x)， 
党 XY'EM . 0(z) 时 ,成 立 着 
1 < SC) 十 = 一 AZ) 十. 
有 反 过 来 这 ,从 迁 个 天 你 ,得 着 S(x, 了 , M) 过 ff(X) Te 全 ss 一 0， 
副 得 
S(x)HE), SF) = f(%), 
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同样 可 种 定 理 1 的 后 全 .定理 辣 举 . 
设 ze 了, zn -> z， 则 上 限 lim fxn) 的 上 界 等 於 S(z)。 由 
是 可 撑 下 记 的 
定理 2。 xz 是 了 之 一 上 (下 ) 生 连 秆 点 的 充 要 条 件 是 天 傈 


lim fxn) SHL) (lm f(xn) > f(7)) 
多 於 叶 中 之 习 钱 给。 | {tx} 成 江 . 


但 着 上 (二 个 肖 叶 那 未 “也 是 了 十 9 oh (下 ) 生 汗 生 时 
证 明 设 z 一 Zz 篇 ff 与 g 的 共通 上 后 连 熏 点 ,多 
lim (f(gn) 十 g(zo)) < lm f(g) + lim 9g(zn) 
fr) + g(r), 
所 以 zx 是 了 + 9 的 上 千 连 秆 点 .又 由 
lim f(x1) + 9(7n) > lim f(xn) + lim g(%n), 
知 与 9 之 共通 下 后 连 炉 点 ,也 是 了 十 9 的 下 千 共 通 训 。 体 朋 完 
星 . 同样 可 袜 
定理 4 识 7 各 5 都 企 W 上 上 定 闵 的 丙 数 ， /> 9 之 0. 假 


Fle 
定理 5。 融 有 限 个 本 数 ,9，…,h 的 定 羔 尺 是 以， 考 4 蚜 它 


和 Tan, 2 
证 明 设 s 之 0,zn 一 ww。 由 假设 
lim f(xn) 委 7z)，…，Iim h(wa) < 7z)， 
因此 有 mr, 当 郊 全 入 时 ， 
f(Tn) < FOOD) + en hlwn) h(i) 十 E。 
所 以 涩 1% 疙 从 针 ,， (zn) 过 F(z2) 十 se。 因 之 
Him F(xn) F(X) + 8. 
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分 e 一 0, 得 


Im F(xn) < F(x). 
定理 末 寻 . 同 窟 可 从 

定理 6。 发 有 限 个 画 数 六 0, …, 记 都 在 贴 ” 篇 下 咎 连 粮 ， 那 

末 = 也 是 
G = min(f,g9,.…,h) 
的 下 牛 连 米 点 ， 

6. 咎 过 和 纺 画 数 裔 人 是 画 数 /的 定义 区 假如 开 中 的 点 都 
是 的 上 (下 ) 牛 连续 点 , 称 了 是 到 中 之 一 上 ( 熙 ) 咎 堪 先 画 数 。 所 
以 连续 画 数 是 一 上 年 连篇 画 数 ,也 是 一 下 守 连 态 本 数 。 

定理 1， 设 1 是 一 竹 密 闭 集 ,在 M 上 了 是 一 上 (下 ) 宇 连 炉 
西数 , 则 MM 中 必 有 点 和 % 通 合 

fro0) = S(f, MY) (IT(f, M)). 

证 明 于 的 包 到 中 必 有 点 Yo 适合 耸 S(xo,f7,M) = S(F,M). 

因 避 是 一 开 集 , 故 Xo 5 型. 由 f 的 上 年 连 午 性 ， 
S(zo, f, M) = f(%0). 1 
所 以 /azo) =.S(f, 训 )。 当 了 是 一 下 千 连 炉 画 数 的 里 候 , 于 中 有 
”6 适合 
f(z0) = IT(f,M). 
蓄 明 完 果 . 
是 集 性 中 的 点 x, 适合 条 件 了 的 全体 , 记 它 做 
(了 )= em = (Y,wE M)., 
定理 2。 f 在 入 一 上 咎 一 秆 丽 数 的 这 要 休 件 是 对 从 任 一 寓 
数 。 ,点 集 
= (f(z) 守 c, x € M) 
在 M 中 是 角 的 ， 
证 明 设 f 是 一 上 后 过 纺 画 数 ，Z《 用 Mi, 那 末 MI 中 有 点 列 
oo 收 伍 让 0， 而 
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Hm f(2n) < f(x). 

然 f(zw) 之 6c, 故 f(xX) 宇 Cc. 因 之 71 .所 以 1 对 扒 列 是 于 的 ， 

次 设 Mi 桥 认 如 常 篇 阴 的 ,而 在 以 .上 不 是 上 千 右 绩 , 那 未 ， 
太 中 必 有 如 下 的 点 烈 Xn(n 一 1 ,2,… ) 和 点 2: 

Xana—> FX, lim Foz) > f(x)., 
取 c 使 jim f(x) 汪 c 之 f(z). 央 当 % 共 大 时 .xn《 MM 而 
VE NM 

对 是 不 可 能 的 事 , 因 篇 Mi 对 论 对 是 寻 的 .定理 尊 畦 . 

同 柑 可 诅 

定理 2。 /在 MM 成 -下 个 连 粹 负数 的 充 要 条件 是 对 从 任 一 实 
数 。 ,点 集 


(f(%) erEM) 
在 M 中 是 到 的 。 
定理 3。 设 刻 , 有 … 都 是 2 上 上 学 上 CT) 于 入 数 ， 省 
及 衬 广 宇 久 … (fi 过 hf 
则 极限 面 数 lim f= 了 在 M. 上 具有 上 (下 ) 生 这 这 性 
座 明 ” 设 x 《 MM， 由 假设 fn(X) 之 frn(x). 所 以 
lim fa(2) = f(z) 
有 一 定 的 意义 。 假如 (2) 在 M 上 不 是 上 后 连续 , 旭 必 中 有 如 下 
的 点 列 zx 与 点 z; 
xXx, lim f(x,) >> f(7). 
取 mn 其 大 , 则 得 HE f(zn) 之 fm(x), 又 由 
”加 (mm) f(z), 
得 Hm fn(xn) Tma 了 (za), 由 是 
YY Ta 加 ( 知 ) > fn(%). 
过 是 奥 f 的 上 后 韦 续 性 相抵 触 的 .所 以 f(z) 是 一 上 定 过 炉 画 
数 . 同 偿 可 普 定 理 之 双 一 全。 囊 蛙 . 
系 ” 违 炉 丽 数 之 沽 少 (增加 ) 画 数列 ， 其 极限 面 数 是 一 上 (下 ) 


”此 条 之 道 , 亦 成 定理 : 
定理 4” 几 上 (下 ) 咎 连 种 而 数 ， 一 定 是 一 减少 (增加 ) 连 妆 画 
数列 的 极限 醒 数 ". 


证 明 设 f 是 MM. 上 所 定义 之 -~- 上 咎 连 秆 丙 数 . 设 Iim c; 之 
过 0, 则 恒等式 | 


Cn CC cn 一 C |cl en 一 2| cn 
1+lce| 1+le| (Qtles)(+tle) (tlea) G+leD)’ 
的 末 项 的 栎 限 委 0: 袖 际 上 , 当 
ccCn 之 0 上 时， |e|cn 一 cern| = 0; 
ccon<<C0 时 ，|clc 一 cjco| = 2ccn<0. 
所 以 lim cn/(1 + | cn|) 过 c/(1 十 1c|)， 由 是 可 知 : 丽 数 
* 一 1 
1 十 1/ 
在 M 上 也 是 上 牛 巡 续 , 且 一 1 委 广 和 1. 发 
Fel+tf’ 
2 


也 是 M1 上 所 定 闵 之 一 上 全 溃 态 本 数 , 且 0 之 请 < 1， 假如 
7 天 十 ce， 天 一 co， 
则 0 过 太 过 1， 若 有 音调 沽 少 的 过 疆 画 数列 /, 适合 
FFF, 0<g<l1, 
则 因 广 = 2F 一 1 得 着 20, 一 1 一 售 . 又 畴 = 一 生产 | ,得 着 
2g, 一 1 
1 -17 
左 温 是 一 巡 业 而 数 族 . 秆 D, -- 20 吉 出 
f — fn -一 b, Out 一 0b, | b+ | 十 | 2， [bn 
G1, Tonl) 
1) 症 是 内 勒 (Baire) 眶 帝 尺 (Tietze) 的 定理 ， 
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右 跟 分母 是 一 正 数 ;分 于 当 wo, 宇 0 时 ,其 值 等 於 
0, 一 b-: 之 0. 

著 9.b41 之 0, 则 59, 之 0, bn 过 0, 由 让 1021<<1, pH <1， 
所 以 

0 一 DoH 一 Do bnilt|b, bn = |0,|+ 10 |—2|10,b0n| > 0, 
由 是 刻 之 人 fn. 

现在 侠 明 对 难 环 必 有 上 述 的 g,(v = 1,?,…). 设 7 之 0, 作 
7 之 丽 数 有 (7)(v 一 1，2，…): | 


h,(r) 一 工 0o<r< 一 ， 
一 0 » 守 上 
» 

=v( 宇 一 7 上 上 < 二 二 . 

“pv » 2 


发 26M.ZeM 置 
FOX)R, (rT(X, 2')) = gr( YX'). 

固定 z, 则 ge(Z ) 是 M 上 所 定 闵 的 函数 , 记 其 上 界 篇 

(go M) = g,(7). 
那 未 ,9g,(%) 委 S(F, M)<1; g(r)2h, (rr, ZF (FR)= F(X)> 
盖 0， 又 因 饭 (7) 不 小 基 太 7) 所 以 

hr(z, vO F(T) hn(r(t, 2)) PFC’). 

因 之 , 9,(7X) 之 9,n(7)。 所 以 {9,} 是 一 减少 函数 列 . 现在 要 袜 
19,} 中 一 切 画 数 9, 都 是 连 芒 的 。 实际 上 , 对 从 。>> 0, 有 如 下 的 
Pp: 当 |7 一 7 | 二 Pp 时 

[hr) 一 h,(r’)| <<e。 
设 2 <O(2， 0) 则 |17(022) 一 ?7(w”,X')| < 之 p， 因 之 

[gss( 72) — gyro (TO ERTER, RD) 一 有 (TO ,2 )) | e. 
假如 g,(7X) 宇 9,(x”), 那 末 从 上 式 得 到 
0 < 9(%) 一 902) Ee. 
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因此 党 7(z",xX) 之 Pp 时 ,19,(X) 一 9,(%")|< 过 6s. 所 以 9, 在 % 是 
连续 的 . 由 是 知 g,(%) 是 一 连续 画 数 . 
最 后 司 明 lim g(z) = (x). 因 
Grz(X) = h(0)F(T) = F(X). 
故 9,(7) 守 (X). 由 的 上 千 连 入 性 , 半 礁 。 盖 0, 有 人 各, 当 


?1 ， z) 之 二 


上 时, F(x) 过 F(x) 十 e, 故 设 ?之 ,7(2,21) 之 过, 则 
Gus(W) = hr(XR)) F(X) EFL ) TFL) + €. 
然 若 rz20 之 三 , 则 ga (2') = 0。 由 是 对 於 到 中 任何 点 2', 成 


立 着 
goz(O) < FF2) 十 se. vm. 
取 其 上 界 , 乃 得 9 人 2) 之 (xX) 十 e(v 写 mr)。 左 端 不 小 稚 F(7)， 
所 以 
9.72) — F(T)|<e (vm). 
因 之 0(z) 一 了 (Xx)， 又 当下 (%) 篇 下 咎 连 生 蛙 一 了 (zx) 篇 上 咎 过 
钱 , 因 此 有 如 下 的 9,(7#): 
— F(z) = lim( ~— 9,(7)), — 9,(%) > — gun(z). 
所 以 (xX) 二 lim g,(%), g,(7X) 过 9g,n(X)， 定 理 苯 办 . 
定理 5. 在 点 集 M 上 , 司 有 下 后 连续 画 数 9 上 后 连续 函数 


ee 


h， 车 之 9, 则 必 有 过 入 画 数 / 界 认 九 与 9 之 间 : 


及 二 去 9. 


证 明 ” 由 定理 4, 有 如 下 的 连 秆 丽 数 列 19,) 俩 {h,}. 
0 < Jt1 > 9, h, hr. 


1) 壮 是 并 (五 . Hahn) 的 定理 . 
2) 此 卡 的 杂 明 是 好 斯 多 夫 (Hausdorff) 所 做 的 。 此 德 国 数 启 时 浏 第 五 敌 
(1919). 
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那 未 , 太一 外 关 由 一 gp 关 和 一 拓 关 和 一 凡人 条 一 各 辣 


忆 一 旬 一 天 一 9 魏 0， 交 一 9 一 太一 9 魏 0. 
用 记号 [] 表 示 和 和 0 两 数 中 较 大 的 数 , 那 末 
[hi — 91] [hi — 92] > [hy — 92] 之 …,， 
[hg > 9] = 0 gn] [hy9]= 10. 
由 是 ,级 数 
+ [hm] [hy 92] + [hz — 92] — [hs — gj Co 
收敛 蕉 一 画 数 (7). 设 Sr 表示 此 和 级 数 最 初 7? 项 的 和 , 则 Sn 一 卫 . 
当 9 篇 连 种 画 数 时 , [9] 也 是 连续 画 数 . 因此 Sn(% = 1,2,.…) 
都 是 连续 画 数 .由 雁 
SHS, S28 > 5 …, 
由 定理 4, /是 一 上 后 连 芒 画 数 ,也 是 一 下 个 连续 画 数 ， 所 以 了 是 
一 连 炽 两 数 . 
更 在 只 要 广 朋 有 之 jg 好 了 . 当 g(X%) = 2Z) 时 ,从 
g,(7) LIX) = h(w) hz), 
得 [hi(%) 一 9.(%)] = 妨 (z) 一 9,(7X); 因此 
So ai(Z) = Gn(2), San(T) = hr( 2); 
f(x) = lim h(x%) = lim g,(%). 
此 硅 , f(X%) = h(x) = g(x). 
假如 g(xX) 之 (2), 那 末 lim (h, — 9,) = lim (h, — gn) < 
过 0. 此 时 有 两 种 可 能 的 情形 , 第 一 种 情形 是 : 
hg20, ho 9 0,., h,1 — 9, > 0,h,— 9,<< 0, 
那 未 , f(X) = g++ (hb 一 gg) ~-…— (hy,)= 9,《Y); 因 之 
f(z) = 9(7) > h,(7) Sh(7), 
h(x) << fx) < gw). 
第 二 种 情形 是 ; j(X) 一 于 十 (加 一 航 ) 十 … 十 (hh, 一 9,) = h,. 
此 时 hz) 达 xX) < 过 9(%).、 定理 发 举 . 
连 各 区 的 拓 广 ”现在 利用 定理 5, 妖 朋 连 炉 函数 的 定义 原 , 在 
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适 党 的 休 件 下 ， 有 拓 广 的 可 能 ， 
届 / 及 是 MM 上 之 一 连 秆 画 数 ,点 集 M 关 於 S 是 开 的 ， 


©. 


F(x) = 一 f(a), EM., 
体 明 於 S 上 定义 如 下 的 两 画 数 9 与 久 : 
当 Z6E 开 上 时 ,9(2) = f(x%) = h(x); 
当 z ES 一 MM 时 , g(x) = S(f, M), k(x) = 1(f, M). 
那 末 在 S. 上 ,成 立 着 h(x%) 之 9g(%). 

设 x 与 都 是 S 中 的 点 , xn 一 XY。 若 {7n} 有 部 分 点 列 属於 

对 则 > 属 武 用 ,此 时 

lim 9(zn) 之 大 2) = 9g(%). 
著 不 然 , 则 当即 其 大 有 上 脖 g(x%x) = S(f, MM) 宇 g(xX)， 由 是 可 知 9 篇 
一 下 和 牛 连 镇 画 数 , 同 棕 可 许 有 是 一 上 千 连 炽 卫 数 . 

由 定理 5，S 上 有 连 禾 画 数 通 合 h 迄 太 三 g, 让 就 是 从 
拓 广 出 来 的 连 团 画 数 .， 定理 玲 毕 ， 

演 蔬 ”六 必须 对 蕉 3 是 于 的 时 候 , 才 有 拓 广 的 可 能 .例如 画 
数 

f(%) = sin 工 

他 

在 到 区间 0<2x<1L 上 是 过 和 炉 的 .然而 在 闭 区 间 [0, 1]. 上 决 无 连 
和 芒 画 数 (zz) 通 合 Hz) = F(x) (0<2<TI). 

7. 不 连续 点 设 履 是 可 析 空 间 中 之 一 肿 集 , 设 网 之 势 是 氏 . 
那 未 M 上 所 定 闵 的 任何 实 画 数 , 就 是 以 实数 全 体 扩 蔓 几 所 得 之 
一 蔓 集 。 于 些 实 画 数 所 成 之 集 8, 其 势 是 NY*， 而 内 上 回炉 画 
数 的 全 体 C, 其 势 等 座 

NS 一 从 < 一 As. 
还 是 因 坊 玫 中 有 可 列 点 集 B,B 对 於 M 是 稠密 的 缘故 ;在 邓 上 的 
1) 好 斯 多 夫 的 定理 。 
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连 秆 画 数 请 假如 二 在 B. 上 之 备 篇 已 知 , 则 了 在 履 一 8B 上 的 丽 数 
秆 也 跟着 决定 。 事 袜 . 上 , 设 
nt B, xa—>X EM-—B, 

由 了 的 连续 性 ， 太 z) = lim f(zwn)}， 所 以 C 不 通 多 之 很 小 的 一 
部 分 ， 要 讨论 非 连 种 画 数 之 性 实 , 就 是 要 研究 画 数 之 连 种 点 的 分 
体 . 今 先 膏 振幅 的 

定 闵 设 f 是 以 上 定义 之 一 画 数 , xX《 好 ， 称 

Sx, f, M) — 1(%,f,M) 

篇 f 在 点 * 的 振幅 ， 以 记号 w(%) = w(x, 了) = w(%, 了 用) 表示 
它 . 

假如 SC(z, fF, 如) 积 1(x,f, M) 都 是 十 ce 或 一 co, 那 末 规定 
w(X) 篇 0. 当 w(%) 篇 0 时 , 称 % 篇 f 的 一 连 钙 点 ， 当 

f(x) = S(x) = 1(%) 
上 时 ,不 崩 其 值 是 有 限 或 无 限 ,z 是 1 之 一 连 秆 点 ,此 时 规定 wo(%) = 
= 一 0. 当 o( 7)> 盖 0 时 ,2 是 1 了 之 一 不 连续 点 ，。 点 集 
(ww, 1) >0, rE M) 
是 f 之 不 连 鞭 点 的 会 体 , 简 记 它 做 性，(w > 0); 又 简 记 . 
(wz,f)= 0,7%= M)= M.(w = 0). 

称 S(f, 1) 一 IN) = w(j, 以 ) 篇 丽 数 的 振幅 . 

定理 1 忱 是 一 有 限 醒 数 (就 攻 流 ， 汲 葵 和 者 是 有 限 数 )， f 


ss so es 


® € ee © « 


(oo) 对 从 了 是 虹 的 ). 
证 明 识 z4 玉 tn《 M,z €M, 在 0 (x,， 二 ) 中 必 有 点 


"适合 1 
f(én) > S(zn) 一 nn” 


所 以 S(z) 宇 JIm S(z)。 此 即 证 明 S(x, Ff, 及 ) 是 一 上 咎 巡 秆 而 
数 ; 所 以 一 1(%, f, 必 ) 是 一 上 和 牛 过 镇 画 数 ,其 和 w(x, 了, MM) 志 是 一 


136 稼 本 歼 论 


上 和 盾 连 和 纺 画 数 . 由 336 定理 2, 禁 (w 之 0) 洲 挫 型 是 于 的 。 定 理 
膝 浴 ， 
i 设 f 的 定义 区 是 M , 那 末 不 连 名 点 的 集 导 (w 盖 0) 对 


从 M1 是 一 外 限 周 集 , 连 秆 点 集 M(o = 0) 对 从 MM 是 内 限 点 集 . 


证 明 ”由 定理 1, 诅 明 
Mo >0)= Mow)+iM (o> 2)+…+M (o> 二 )+ 


1 1 
M(w =0)= WNW (0< 35) (< 二 
好 了 ,现在 性 明 更 一 般 的 等 式 : 当 数 列 cn 单调 减少 而 收 伊 於 c 时 
M.(f<ce)= [<o)， 


M.(f>e)= > (fo0n). 


因 篇 w(7) 不 到 负 和 值 , 所 以 Wo s 适 0) = M(lw=0)， 车 * 是 
必 .(f 委 c) 中 之 一 点 , 那 末 从 

0 委 6 委 Co (R=1,2,. ) 
得 着 ><I( < 6). 又 车 4% 《1I(f < cn), 那 末 和 从 (7X) < cn 得 着 
f(x) 之 Cc. 又 用 (f 这 0) 等 众 


MU -下 do = Be0,). 


定理 改 毕 。 
下 述 定 理 是 均匀 连续 性 定理 (p = 0, §3) 的 据 广 : 
定理 3。 惟 画 数 j 的 定义 区 M 是 一 有 界 于 集 , 假 如 有 常数 p 
使 不 等 式 
w(x,f, M)<<p 
六 从 17 中 之 任何 点 4 成立 ， 闭 末 ， 央 让 任 一 正 数 。， 必 有 5, 党 


rx,r) ow EM,X' EM 时 ， 
[f(z) — f(z)| p+, 
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性 明 可 仿 $3 定理 4 的 有 位 明 完 成 . 

定义 设 / 的 定义 区 是 M, 其 连 积 冲 全 体 昨 5, 党 5 在 MM 中 是 
秽 密 的 时 候 , 称 f 篇 一 概 连 炉 画 数 。 和 优 连 种 点 的 落 数 , 称 篇 全 不 媚 
秆 的 函数 ， 

违 续 画 数 是 一 概 连 夸 画 数 。 今 发 

定理 4，、 改 开 是 了 的 定义 区 ， 了 在 虹 上 筷 概 连 鞠 的 充 要 人 条 
件 是 对 次 任何 正 数 < ,点 集 

MM.(w<c) 


证 明 办 4to = 0) 篇 4(w < 过 0) 之 一 子 集 ， 故 条件 是 必要 
的 . 人 4 滞 休 件 的 充足 性 . 由 定理 1, MM(w 之 06) 关於 懂 是 开 的 , 故 
有 了 并 集 0. 通 合 雁 
M(w < ce)= 
由 假设 , 此 点 集 在 性 中 是 稠密 的 . 记 0。1 及 篇 许 1, 则 因 0，0。， 
… 此 篇 有 和 集 之 故 点 集 


MMMM = Mlo <1).M (0< ;) Nf (»< 1) 


在 必 中 是 币 密 的 , 适 个 点 集 IIM 就 是 下 (ww = 0), 所 以 定理 成 立 . 

定理 5， 牛 过 种 的 局 部 有 界 醒 数 是 一 构 连 积 丽 数 ， 所 请 局 部 
有 界 , 就 是 定义 敬之 任何 点 , 必 有 一 环境 , 在 此 环境 中 , 画 数 篇 有 
界 ， 

证 明 设 上 千 连 秆 画 数 f 的 定义 刘 是 用, Xx《 M,c 二 0, 取 适 
当 之 0(X), 可 使 

I(f, M .0O(x))=1 
篇 一 有 限 数 . 设 01(*) 是 4 的 任 一 环境 , MO(7z) .0 .(z) 中 必 有 点 
2 适合 2) < 了 十 而 
ITI) < 二 Fo ) = SO )， 

所 以 w(x ) = S(2 ) 一 7 ) < ec 因 之 2 Mw < 之 6)。 由 是 知 
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M(w < 二 c) 在 对 中 是 稠密 的 , 由 定理 4,f 是 一 概 连 秆 画 数 .定理 
证 歇 。 
8. 一 个 或 两 个 实名 数 的 醒 数 。” 设 用 CC ,天 在 放 上 所 定 狗 
的 函数 f(x), 称 篇 实 砾 数 z 的 画 数 ， 设 26 弄 ,5>0, 简 记 
S(f, M(%,% + 6)) = S+(%,6), 
1(f, M(x, x +t 6)) = Ti(%, 6). 
lim Si(X,6) = Sr+(7X), lim T+(%, 6) = Tr(%). 


所 以 了 L 中 任何 一 点 2, 有 下 列 五 数 : Sr(2)，I4(D, f(x)， 使 五 数 
互 等 的 x, 是 了 之 一 连续 点 ; 若 不 然 , 2 是 了 之 一 不 连 炉 点 ， 


例 1 设 KY)=sin 二 (0<zx<1),f(0) =0, f(z) = 


2 sin (一 1 之 x 过 0)， 盎 五 数 
Xr 


S14(0) =1, 1(0)=—1, 8.(0)=2, 1(0)=—2,f(0)=0 
中 ,没有 十 个 相等 . 
例 2 设 0 达 x 之 1, 2 般 人 无理 数 时 ，f(*) = 0; 2 篇 弃 狗 分 


数 记 时 , 1(2) 二 gq; f(0) = 1, 那 未 , 当 0<z 二 1 时 ， 


S+Z) = S_(%)=+o0, I(x)=1(7x) = 0; 
Sy{0) = + 00, 11(0) = 0， 
所 以 YX) 是 一 全 不 连 种 的 函数. 
当 Si(X) = 六 (7z) 时 , 称 了 在 点 2 有 右 方 极限 值 , 记 之 以 
f(z 和 + 0)= SX) = T(x). 
同样 可 定 f(x 一 0) 的 意义 。 假如 种 限 值 f(x 二 0)(f(x 一 0)) 存 在 
且 等 於 (x), 那 末 ,了 f 在 点 Xx, 是 右 ( 左 ) 方 连 种 的 ,假如 
f(z%+ 0)= f(%— 0) fF(L), 
则 称 2 是 了 之 一 可 改 不 连续 点 ;事实 上 通 当 地 , 改 释 人 在 > 点 的 落 数 


ae 


值 , “ 就 可 成 需 / 之 一 违 炉 点 ,例如 
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fr) 一 Sing ， XA¥0; f1(0)= C1, 
ea 
原点 Y = 0 是 所 7X) 之 一 可 改 不 连 圳 点 . 
当 fF(% 十 0) 和 Hz 一 0), 此 存在 而 不 相等 上 时, 称 X 篇 了 之 一 
普通 不 连结 点 .例如 了 (0) = c,X 关 0 时 ， 


f(2) = (1 — es)-, 
那 示 , 当 % 王 十 0 了 时, X) 玉 0, 开 一 2w) 斑 1, 所 以 %X=0 是 
1(7z) 之 一 普通 不 连续 点 . 若 < = 0, 则 f(x) 在 * = 0, 是 右 方 连 炉 
的 .又 若 c=1, 上 则 所 %) 在 % = 0, 是 左 方 连 粮 的 . 
普通 不 连 炽 点 ,又 称 第 一 种 不 连 种 点 .假如 
Sz) TTL), S_(2) 天 7 2) 
两 者 有 一 成 立 , 称 ? 篇 画 数 二 之 第 二 种 不 连 征 粘 。 例如 % = 0 篇 
丙 数 
f(s) = sin 十， (xX 闫 0) 
f(0)=¢ 
之 第 二 种 不 连续 点 . 
五 数 Szt(%), 14(2), f(x%) 中 之 最 大 者 , 减 去 其 最 小 者 , 称 其 精 
果 w(x) 篇 在 zx 的 振幅 . 
定理 1。， 设 人 Sc 已, M 篇 f 的 定义 区 . 设 ze M, wn€ MM， 
XIn(T > Wn), Wn—>%, VC 
证 明 设 zf 了 Yn 一 2/， 要 芒 y Y,, 点 集 放 中 必 有 点 
Xn, 适合 
XTn, ’ lim fx, ) = Yn lim zn 一人。 
济 於 名 , 必 有 ?rn, 入 之 风 时 
[zm 一 2 i f(a,) — yn| < 二 . 
1 nn 
转 N = nm,, bx = ZN, 则 n 王 X84) 一 Y, 故 YEY， 
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同 乌 可 苯 了 - 是 一 开 集 .定理 膝 界 . 
定理 2*。 设计 SB, 了 是 M 上 所 定 闵 之 一 钞 数 ,下 记 关 集 


1_(%) = T(x) fw) SX) = 和 (2) 
不 成 立 之 点 Xx(X& 及 ) 所 成 之 集 D( 凡 ) 是 可 鹿 的 . 


证 明 7Z(4 ) 是 下 烈 大 个 点 集 的 和 集 : 
Di = (S14(%) = S_(72) < fs), € M), 
D, = (Si(x) < SX), x € M), 
Ds = (S_(%) < S1(x), x € M), 
= (f(7) Tx) = 1(2),z € M), 
Ds = (1_(2) < T(x), x € M), 
Ds = (1(2) 1(7), x EM). 
癸 朋 D;,…, Ds 都 是 可 列 昧 和 集 好 了 。 设 让 ,72,7s,… 是 有 理 
数 的 全 体 ， 先 促 D; 是 一 可 列 集 ; 置 So(%) = Si(%) 一 S_(%). 
因 


Di= DS(7)Lri fs), rE M) 


k=] 
府 表 其 中 任何 一 项 都 是 可 列 点 集 就 够 了 . 设 % 是 其 第 上 项 的 一 点 ， 
取 正 数 < 基 小 ,可 得 

So(z) 十 se<< < 7FzZ)。 
因 %o(z) = Him jz )， (2 2)， 故 取 正 数 9 基 小 , 当 2 一 6 二 


<0 < 或 02<0 < 二 2 6 时， 

f(x) < So(z) 十 s. 
由 是 (xX) 之 Th, 所 以 2 不 属於 第 上 项 点 集 ， 过 就 是 改 明 ,第 天 
项 点 集 是 一 弧 立 点 集 。 绝 并 点 集 是 可 列 的 ,所 以 Di 是 可 烈 个 可 列 
点 集 的 和 , D1 也 是 可 烈 的 . 


* 寺 蚌 到 吾 . 杨 格 (Young) 的 定理 (1908) 。 
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和 功 (Sj(%) 过 7x 之 S_(X)) = ZB5 则 
= 1 二 G1 G3 。 
固定 K, 证 朋 Ba 是 设 X€《 G4 取 正 数 使 
Si(z) + er 8 (7). 
因 Si(z) = jim 了 (x)(%' 泛 7x), 收取 6 巷 小 , 当 w 之 X' < 之 2% 十 6， 
ZE 1M 上 时， 


fr) < S(T) 十 e。 

因 之 Az 0) < 30) 之 ?4X'E Zp。 就 是 说: 84 中 任何 点 2 
的 右 方 有 区 闻 (z,2Z 十 65),… 在 此 区 间 中 人 抱 有 F; 的 点 。 所 以 8: 是 
可 列 的 。 因 之 ，Ds = ZZ 84k 是 可 列 的 。 同样 可 恬 Ds 也 是 一 可 列 
点 集 . 

将 上 面 三 集 Po Po Ds, 就 一 1(%) 而 童 , 知 D, Ds, Ds 都 是 可 
列 的 ,定理 诅 界 . 

系 1 县 的 定 闭 蛛 MM < 如, 则 了 之 第 一 可 不 说 烙 点 所 成 的 
集 是 一 可 列 影 集 

证 明 因 篇 一 切 第 一 种 不 连 炽 点 售 在 Ds + Ds 十 Ds 十 De 之 
中 之 故 . 杂 举 . 

设 之 定义 区 是 M, Mi 是 它 的 连 和 炉 点 的 全 体 , 当 Mi = 村 时， 
f 篇 一 巡 灶 醒 数 ; 当 型, 篇 空 集 时 , f 是 一 全 不 连 汗 的 画 数 。 全 不 
连 鞭 的 画 数 f, 可 能 

1o(2) HX) < Sot) 
处 契 成 立 。 例 如 当 了 篇 有 理 数 时 , jz) = 1; 7 篇 无 理 数 时 , (x) 
= 0, 那 末 
1(0) 一 0，So(2) =1，0 魏 12) 委 1. 

点 集 M; 在 M 中 是 稠 赛 的 话 , 了 是 一 概 连 粮 落 数 . 假如 f(2) 的 一 
切 不 连 粮 点 ,都 是 第 一 种 , 那 末 f(x) 一 定 是 一 概 连 种 画 数 。 又 车 
Z<2 合 有 fz) 达 作 XD)(f(X) 之 fw )), 称 fF(%) 篇 一 四 斋 增加 
( 沽 少 ) 画 数 ， 过 种 西数 一 一 单调 画 数 一 一 显然 是 一 概 连 车 画 数 。 
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例 发 wp(z) = sin 一 (7 天 0)， 9(0) = 0， 又 设 mo aa … 
篇 [ 一 1, 1] 中 一 切 有 理 点 , 置 M= [一 1,1],xfM. 
f(2) = p(XC— mm) 十 Pp(7 一 0) 十 到 9(z 一 0a) 十 …， 
划 当 * 篇 修 中 之 一 无 理 点 时 ,对 从 。 之 0, 可 取 6 > 0, 使 
[f(z +h) 一 Hz)1<s， (| < 6) 
成 立 . 事实 上 ,假如 了 nm-* 之 16, 旭 因 


th) Ho) | <2et| 六 二 (PC(z+P 一 oo) 一 P(z 一 om))|， 
1 


当 3 基 小 时 ,得 所 要 的 车 果 , 又 若 * = Qs, 则 
f(z) 一 了 0 
和 
在 x = a。 篇 过 和 纺 ， 由 是 可 知 : St(as) = 3 一 Ja(ae) 一 一 5 一， 
f(2) 是 一 概 连 积 画 数 . 


第 四 章 如 果 
1. 设 Fz) = |sinL|, weEM = (0,1). 求 S(f, M) 和 7(f， 
' z 


型), 下 半 SCFf, 及) 是 1(f,M) 是 天 篇 用 7X) 的 函数 值 ? 
2. 设 j(z) = 工 , x 《MM = (0,1). 求 SCGf 1)。 间 此 画 数 是 
必 
否 有 界 ? 
3. 设 F2Z) 的 定义 域 是 MN,z6Moon 盖 0，o。 一 0， 
On = M. OZ pn). 
证 阴 lim (Ff, Oxn) 一 1(%, f, M). 


4 F(X) = sin 工 Teos 工 . 求 S(0,F,W) 和 1(0,F,M); 但 
化 化 


M= {1,1]. 
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5. 设 1(x) 与 9(z) 的 定义 城 都 是 M, xo《 型. 设 各 是 作 X) 与 
9(X) 的 公共 连 芒 点 ,位 明 
(i) zo 是 |f1(%w) | 的 连 炉 点 ， 
(ii) zo 是 fx%)g(%) 的 连 种 点 ， 
(iii) 当 9(%0o) 天 0, 和 0 是 f(X%)/g(%) 的 连 灶 点 . 
6. 设 X= 0,y=0 是 f(x,y)(n = 1, 2, …) 的 连 芒 点 , 即 


使 
lim fnlr, 2) = f(%, Yy) 
涩 0 过 |z| 填 |1y| 二 1 时 成 立 ; x = 0,Y = 0 未 必 是 六 zy) 的 连 
镇 点 , 试 挫 例 以 明 其 故 . 
7. 设 以 是 平面 上 之 一 联络 点 集 , f(x, y) 是 村 上 之 一 连 粮 画 


数 , 性 朋 M 中 有 点 (#, wy) 适合 , 
fis, ydz dy = f(é, 2) 1/ dz dy. 
M nM 


8. 性 明 在 (0, 1) 上 所 定义 的 连 转 画 数 党 z) = sin 二 不 是 均匀 
9. 利用 葛 才 斯 的 掩 董 定理 ,如 明 $3 的 定理 4. 
10. 设 (X,Yy) 与 Fy(X,Y) 在 (xzo yo) 之 一 环境 中 是 连 灶 的 。 
车 
F(xo, Yo) = 0, Fy(%o, Yo) 8 1, 
则 当 正 数 e 其 小 时 ,(zo 一 6, wo 十) 中 有 连 秆 画 数 (x) 适合 
F(x, fT)) =0 (Xo exw 6). 
假如 zs(X,Y) 在 (2zo 一 6, 2o 十 6) 也 是 连 灶 ,于 未 
CC 人 
= FY (wo — er rot e). 
11. 设 (Xx, yy,z) 电 其 一 次 洲 画 数 Fw 下 y, ;在 (zo, yo 20) 之 
一 环 江 中 都 是 连 入 的. 若 
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F(Xo, Yos to) = 0, F(To, Yo, 0) 天 0， 
上 央 有 了 唯一 的 商 数 f(x%,y) 在 (zo, 9) 之 一 环境 中 适合 
F(x, y, f(x,y)) 一 0， 
Zo = f (Xo, Yo) 
Oz 了 oz 了 


Ox Fs Oy F," 


12. 作 希 峙 褒 胶 充满 正方 形 的 连 莉 曲 米 时 (9 = 2), 将 正方 形 
Q 分 篇 知 个 小 正方 形 , 关 @ 中 有 克 个 点 篇 四 个 小 正方 形 所 公有 ? 
广 朋 Q@ 中 有 具有 三 个 原 像 的 点 在 @ 中 稠 审 地 分 佑 着 ， 
13. 融 g(X) 在 及 上 是 一 上 和 牛 连 种 画 数 .假如 
fx) 
p(T) = ry 之 一 1,， 
那 末 f(xX) 在 M 也 是 上 人 盾 连 和 炉 . 
14. 发 m 和 ?都 是 正 整数 , 求 出 画 数 
f(x) 一 lim lim (COS M1 nx) 
的 .上 咎 连 秆 点 . 
15. 训 f(x) 宇 0, g(+) 之 0, 若 * 是 f 租 9 的 共通 上 秆 连 车 
点 , 划 2 也 是 fg9 的 上 生 连 炉 点 . 
16. 二 2 是 访 , … 访 的 共通 下 牛 韦 炉 点 , 则 2 也 二 
min (f, fo, -…, fn) 


的 下 牛 速 征 点 

17. 而 数 有 2) 在 下 是 下 个 沥 移 的 充 村 条 件 是 对 放任 一 实数 "， 
点 集 

(f(x) < ,2 €M) 
对 於 MM 是 于 的 、 
1 一 1 
18. 面 数 (2) = lim (十 避 生 二 二 的 不 这 种 点 是 
z=0,+1, + 2, + 3 . 


9 
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19. 设 p>0, f(x) = 12p。 证 明 当 2 和 II 时，Fz) 是 一 
沟 匀 连续 效 数 ; 当 Pp 之 1 村, f(7) 在 0 之 7 过 co 中 没有 均匀 过 
类 性 . 


第 五 章 
连 秆 图 数列 的 极限 


1. 裴 勒 的 画 数 "” 设 M 是 一 点 集 ,一 切 MM 上 的 堪 续 函数 , 称 
篇 有 上 的 0 般 画 数 ,以 Bo = Bo(M) 记 之 , 设 j(%) 《Bo(M), 卫 
lim fn(T) = f(x) 
在 对 上 成 立 , 旧 当 fn《 Bo( 必 ) 时 , 称 f 篇 有 MM 上 的 1 级 丙 数 . 记 1 航 
效 数 的 全 体 篇 B.( 民 ), 不 具 爱 车 性 的 到 上 之 年 过 篇 画 数 都 属於 
BA(M)， 设 a 是 一 序数 , 当 8 一 时 假如 Bs(2) 已 经 有 了 定义 ， 
那 未 , 当 
fn€ Be(M). 8 一 “<(8 可 能 与 有 关 )， 
limfa(%) = f(%) (% € M), 


fEBeAM) (0<8 一 =) 
时 , 称 / 篇 B.(M) 中 的 醒 数 .由 是 对 从 任何 序数 <, 定义 了 夯 数 族 
B.(M ), 过 些 机 数 族 中 的 画 数 , 称 篇 概 勒 的 画 数 ， 
定理 1。， 设 刻 户 … 是 以 上 的 裴 勒 画 数 列 ， 假 如 


lim fn( 2) 一 FoO) (2EM), 
那 末 ， / 是 一 裴 勒 本 数 . 


证 明 发 6EB。(M)(2 = 一 12, 3,，…》 设 序数 刚刚 大 故 
{fas} 中 一 切 数 . 假如 f& Bp(M)CB 过 a), 那 末 
fe€ B(M). 
发 明 完 畦 . 
函数 族 Bo 如 ), BID) Bo ) 中 一 切 画 数 , 一 般 地 裔 ,不 
1) 改过 (Rene Baire (1874 一 1932). 演 种 理论 的 创 识 ,在 1899 年 ， 
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能 包括 M 上 可 定义 的 所 有 的 丽 数 ; 因 篇 这 些 丽 数 的 全 体 , 其 势 是 
从 7 一 六. 


然而 立 ; Bu(M/) 中 一 切面 数 的 劳 是 从 ,此 事 贷 合 在 下 志 定 理 中 
定理 2， 设 M 是 可 析 空 间 中 之 一 无 限 昧 集 , 那 未 


> Bu(M) + DBaM) [Be No)] 


中 一 切 丽 数 所 成 的 集 , 其 笋 是 从， 

证 明 ”Bu(M) 的 势 是 人 铃 , 已 群 认 前 。 我 们 用 超 限 钱 纳 法 来 苯 
Bep(M) 的 势 是 人 ,但 B< ceZ(NJJ. 假如 党 B<wa 扫 mm， 
oo& Z(N,) 时 ，Bs(M) 的 势 都 不 大 扒 锥 。 那 未， 


DB) Be(M) = Ba(M) 


B<a 
中 一 切 画 数 的 集 , 其 劳 不 遇 只 .AN = (网 第 一 章 811)。 然 B。 
的 势 已 经 是 从 ,所 以 B* 的 势 是 从. 以 Br 中 画 数 芋 自 然 数 列 


1, 2, 3,.. 
得 一 画 数 列 : fi, fz, f;, …。 进 种 画 数列 的 全 体 ,其 要 是 
Ni 一 六. 
所 以 Ba 的 邹 不 过 从. 因 之 B"(M) + Bae(M) 的 芍 不 通知 。 所 以 
了 ,Br(M) 


Bea 


中 一 切 画 数 所 成 之 集 ,其 势 是 代 . 
因 了 2 ( 闪 o) 的 势 是 全: 委 只 , 所 以 
之 Bp(M) (BEZ(No)) 
中 一 切 丙 数 所 成 之 集 , 其 势 不 过 从 ， 从 和 只 只 = 从. 惟 明 完 
办， 
定义 区 1 的 芝 篇 只 时 ， 一切 画 数 所 成 之 集 ， 其 势 Ns 大 於 
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个 .但 是 于 述 定 理 , 值 得 注意 . 
定理 3， 假如 1 暴 - 可 列 黑 集 , 那 未 党 8 > 1 时 ，Bp(20) 是 
一 空 集 


诅 明 设 zi, zw … 是 1 所 含有 的 一 切 点 。 设 f 是 在 M 上 
所 定 闵 之 一 醒 数 .对 於 记 作 ({ 扩 } 如 下 : 设 加 = jn(z) 元 一 (7， 
zu)。 定 


六 (Zrv) = fH), v=1,2,..,n; 
委 2 天 2 0020n 蛙 , 定 
户 (2) = Xif(2i) 十 4af(oo) 十 … 十 haf (zn) 
和 十 入 十 十 4 
设 %& 惧 , 则 有 Ww 适 合 % = wmn. 当 % 宝 时 ， 
fr(2) = f(t) = f(7). 
故 极限 关公 lim fn(x) = f(z) 成立、 而 数 
1 
rT(%, KX,) 
当 2 关 力 蛙 ,是 过 禾 的 ， 所 以 当 工 天 Do zo Tn, 2 对 村， 
lim f,(%) = fr(%). 


又 车 2 二 ,? 过 1% 有 居 党 XMM, 2 一 工时 , 1,(X') 一 00， 
lim fa(2’) = f(15) = fa(%,) = fr(7). 


所 以 n(x)(n = 1, 2, …) 是 一 连 和 米 画 数 烈 。 因 之 , 若 fe& Bo 天 必 
f& DB， 怕 明 完毕 ， 
定理 4， 若 je Be(M), TCM, 划 f 亦 篇 T 上 之 丽 数 ,此 丽 数 
属於 Be(T), BE a. 
镜 明 若 a = 0, 则 由 
T(z,f, M) SI,f,T)E SF,f,7)<S(z,f, M), 
知 f& Bo(T)， 若 定理 对 於 小 於 <“ 之 一 切 有 成 立 , 则 当 


4,(X) 一 
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f= limf,, fuéBo(M), Ba 
时 , 有 6 By(T),7 之 BP， 由 是 Fe Be(T), 8 < <。 由 超 限 也 生 法 ， 
知 定理 4 成 立 ,定理 囊 毕 . 

利用 超 限 颇 轴 法 , 易 落 下 述 定理 : 


定理 5。 设 j,9,f 土 g,f9, 工 J 都 是 M 上 所 定义 的 两 数 " 


ae 


a: 
(i) |#| .t+ 9,fo, 了 
(ii) max (J 9), min (f,g). 
数列 ;六 | 政和 摊 寺 
证 明 因 f& Bp 8 过 a,B"(M) 中 必 有 西数 列 9 收敛 雁 f. 
设 9 达 2, 候 
[9]3 = min (max (9, 9), »). 
站 是 一 个 有 界 画 数 : 当 4 二 9g 二 ?时 ,其 值 与 y 相同 ;假如 9<<9， 
其 秆 篇 0; 假如 Pp 二 9 则 其 值 篇 p。 因 此 g 三 [918 委 2。 由 定理 
5, 党 ,8 B*(M) 尘 , 画 数 
= [f,]*, € B*(M). 
固定 x € M, 当天 XY) 是 一 有 限 数 了 时 ， 取 ? 足够 天 可 使 用 (%) 落 在 
(一 7%, 1) 中 , 取 mr 足够 大 ， 
— NEAR RPAT) LN (>m), 
由 是 (2) = 9,(7) 一 了 (xX)。 假如 Hz) = 土 oo, 那 未 党 bv 莫大 
时 9,(X) = 二 土 v 一 土 cc。 定理 发 旺 . 
定理 7。 设 fC Ba(M) 8 和 sa. 委 委 史 则 尼 (M) 中 有 如 
下 的 画 数 烈 {fn}: 


1) 浒 就 是 谨 7 上 ob jg， 万 老 到 的 任何 点 ,都 有 一定 画 数 值 (有 有限 或 很 限 )， 
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gf plimf, = 了. 
哈 明 设 pr& Bpn 一 了 盎 读 抽 = [oo 了 时, fn 一 了 ， 定 
理 豆 毕 . 
定理 8。 设 fn€B"(M) + BA(M) = BA(M)(n = 1,2,.…). 
著 画 数列 { 信 } 在 M 上 均匀 收 伊 套 了, 则 必 


* 0 1 ® oo 。 


f € BM). 
证 明 ” 置 p， = er 则 当 久 屯 oo 时, 9 均匀 收复 秦 
-ff 
1+ | 
事实 上 , p。 一 pw = 加 一 党 所 fm 宇 0 时 成 立 . 


(1 4]f DO + | fm)) 


因 f = 一 人 ,由 定理 5, 攻 明 PE B"(M) 十 Ba(M) 好 了 。 装 办 


正 整 数 7, 取 正 整数 (%) = va 甚大 ,可 使 
192 一 eol 一 去 
在 M 上 均匀 地 成 立 。 那 未 
| = P+ (Po — PH) + (Pe — Pe) 十， 


此 和 级 数 的 各 项 都 属於 Br* 十 B。， 由 定理 7,B" 中 有 有 如 下 的 画 数 Per 
(k,n = 1, 2, .): 


go = lim Pins Ps) 一 Py = lim Prn (Kk = 2,3,.…). 
由 於 | pw 一 pu- 之 190w 一 | + A i 之 27* 十 2 于 1， 
| Pn [< 去 - 十 p= 


时 加 = Jr 十 Von 十 … 十 rry 则 ww B*, 从 
lim (Pin 十 Pan TT Pin) = Po 二 (Pe CO— PD) 十 … 十 


十 (pe 一 Bu) = ph)s 
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了 3 
er 十 2 之 Dri2 21 


[PEtr1.n 十 … 十 Pam | < 


得 到 


lp — rl 一 9 十 pm 一 (em 十 … 二 Pion)| 十 。 


右 方 第 一 项 小 於 主 : 今世 一 co， 则 得 


lim |9 — nl| < pr 
售 下 一 co , 即 知 上 式 右 端 等 让 0, 因 之 Vr 一 P,P9EB" 十 Ba。 定 
理 葡 举 .。 
定义 发 访 的 定义 区 是 M. 记 广 , 有, … fi 之 最 大 值 丽 数 篇 
Fw . 称 极 限 画 数 lim fw 篇 {fm} 之 上 界 画 数 ,又 称 
， lim min (f, .…, f,.) 
上 过 {fn} 的 下 界 画 数 。 
定理 9， 设 fn《B"(M)(n 一 1, 2, …),， 划 户 的 上 界 丙 数 G 
奥 下 异 丽 数 9 此 属於 B。， / 
证 明 ”由 假设 与 定理 5, 用, …, fr 之 最 大 值 画 数 fn 属於 B*. 
所 以 
lim F, = G € B,. 
同样 , 96 B。。 定 理 杂 办 . 
定义 设 所 的 定义 区 是 MM; fr, fnr0… 的 上 界 画 数 篇 Gu 下 
界 画 数 坊 gu, 称 lim G 篇 疡 之 上 限 画 数 ,以 
lim 六 = lim G, 
记 之 .又 称 lim gn 篇 { 户 | 的 下 限 画 数 , 记 之 以 lim 所 . 
定理 10， 训 EE BM) (n= 1,2,-…), 则 limf, 和 lim f; 
此 属於 Ban(M). 
证 明 ”由 定理 9, G。 与 gn 此 懈 伶 B,， 所 以 
lim 六 与 lim ff， 
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此 属 从 B44: .证 明 完毕 
定理 11. 疫 了 是 大队 共 里 得 空间 ,中 的 玫 集 ， 放 eB, 
(M)(v=1,2,. ,， 8)， 设 EM， 则 
2# 一 Fe), D 一 1, 2, ..., kK 
决定 Br 中 之 一 题 焦 Ms” = {(2， 好 ，…, 志 )}， 若 
FOR, WY, -, VE) € Bel M*), 
FCF, fa, fp) € Bare(M). 
证 明 和 党 x = B= 0 时 ,定理 题 然 成 立 , 兮 用 超 限 语 轴 法 完成 
定理 的 膝 朋 . 
fi) 设 7 达 a, B= 0. 设 定理 当 7,B 时 成 立 . 要 订 它 当 ww B 
(8 一 0) 时 也 成 立 ， 由 假设 Br"(M) 中 有 画 数 适合 
limf,,n=f (v=1,2,-..., 1). 


n> 


因 B = 0, 故 由 
Ffs, fo es fk) = lim Pfs, fon, ,fron), 
知已 ( 户 , fy …, fi) 6 B.A(M). 故 定理 对 於 a, B -0 时 成 立 . 
(ii) 设 6 二 B，、 若 定理 对 从 任何 a 和 与 kB,(M*) 时 成 立 ， 
则 当 BS(M* ) 中 有 面 数列 {FP.} 收 但 於 政 时 ,从 
Ff fa, ~ 有 €Bars (5 一 有 ) 
得 到 
FF, fa, 1 fp) € 再 +8， 
定理 落 蛙 . 
2. 波 雷 耳 的 点 集 ” 设 小 是 一 点 集 . 对 於 允 是 于 的 集 , 纪 其 全 
体 篇 5(37)。 尘 认 M 是 开 的 集 , 记 其 至 体 篇 o1( MM) 又 记 
(MD = SH(M)+ oi(M). 
设 序数 B, 小 於 序数 w 若 Ce 66,(v = 1, 2,… ), 则 称 和 集 
CG 十 Cs 十 Cs 二 
属於 ce(MH). 凡 os( MM) 中 的 集 ,都 具有 这 种 形式 XC,， 又 设 0, 篇 
cs,( 开 ) 中 之 集 , 称 通 集 110, 属 礁 66( 肛 )。64( 以 ) 中 的 集 都 具有 此 
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形式 IL0,. 记 


(M)s = .AM) + oa M). 
当 ce Z( 凡 0) 时 ,种 (WM) 中 的 任何 点 集 , 篇 M .上 波 琥 耳 (Borel) 点 
集 . 
定理 1，。 若 BE6o(M), 旧 好 一 BE os 这 ). 又 车 BE cefMhh)， 
MM Be sa(M). | 
证 明 当 a = 1 有 时, 此 定理 已 及 第 三 章 52。 现在 假设 定理 半 
於 小 於 a (a 盖 1) 之 一 切 有 成 立 , 当 BE ge( 开 ) 蛙 ， 
B = 11B,, B,€ op,(M), B,<a. 
由 弄 =IB, 十 荆 (M 一 B,), 得 做 一 B= (有 H 一 B,)。， 由 假设 
M — B,t oe(M). 
故 术 一 BB《oa(M).， 同样 可 说 定理 之 后 个. 定理 蓝 淡 . 
定理 2。 (i) 车 点 集 B1, B,, … 此 属於 co(M), 则 和 集 2 B。 
也 属於 so(MM). 
(ii) 车 点 集 Bu B,… 此 属於 5a(MM), 则 通 集 IIB。 也 属於 
6 M). 
证 明 当 a = 1 时 ,这 就 是 第 三 章 82 的 定理 5, 邻 设 4 这 1. 
(i) 因 B, 《oa(M), 玖 有 Pun 过 a, Bun《 6p,,( 届 ), 适合 
B, = B, + B+ *…. 


由 是 Bi 十 Bot+… = 22B,n€ oa M). 
(ii) 因 B,《 6s(M), 故 有 Bun 《opg,,( 几 ), Bvnr 二, 使 
B, = IIB,。 


因 之 . TB, = HILB,。 (1M)， 属 明 完 学 ， 
定理 3. (i) 车 个 集 DB Do Bu 骨 属 认 oa( MM), 剧 通 集 
BB,.…. Br € oa M). 
(ii) 车 个 集 B,, Bo,…, Br 都 属於 6a( M), 则 和 和 集 
Bi+ Bt: + Br € 6(M). 
证 明 a = 1 时 ,此 即 第 三 章 82 的 定理 3. 当 4 之 1 时 ,假设 
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x = 2 来 莓 明 好 了 .起 < x 时 定理 成 并 ,用 超 限 锯 纳 法 来 完成 
定理 的 区 明 . 设 
B= Bn + But B+ ,Bin € Op (M), Bn a’; 
B, = Bn + B+ Ba +…, Ban E 6 (M), Tn < a. 
则 通 集 B1B。 = ZZ>BnBym。 由 定理 2 的 (这 ) . 
BinBom € 6max(p,, ra M). 
一 切 max(Cp yn) 都 小 於 w 故 必 BBseeo(MN). 又 由 妨 十 
十 已 + (MM 一 BD)(M 一 已 ) = 有, 知 (ii) 乱 扶 ， 悚 明 完 
定理 4 (i) 若 呈 ca) CecpsoM) ,822C 划 
B 一 CEco(M )， 
(ii) 若 互 EM CEatM) ,号 DDOC, 出 
BCep5(0N) 
性 明 髓 人 B= C 十 (B 一 C) 可 以 寅 做 8 一 C = B(M 一 
一 C). 在 (了 ) 的 假设 下 ,BB 和 可 一 C 长 属於 oo( 了 及 ). 由 定理 3 的 (i) 
B -CC 属於 sa( 避 )。 在 (并) 的 假设 下 , B 与 MM 一 C 此 属於 6,(M)， 
故 由 定理 3 的 ( 主 ), B 一 C 属於 8 )。 定理 悄 徘 。 
定理 5。 设 CSBcA。， 车 C&A(B) (oa(B)), 虽 必 有 如 
下 的 点 集 


EEédA(A) (od(A)),C = EB. 
证 明 当 a= 1 时 , 花 明 同 第 三 章 $3 的 定理 8 与 定理 9 的 基 
明 . 邻 用 超 限 铺 轴 法 完成 本 定理 的 姥 朋 ,假设 定理 当 小 於 a 的 任 
何 序数 时 成 立 , 那 末 
C = CCaCse, CE oa,(B), %, < a; 
,= B,B, BE, €or,(A), (v=1,2,.), 
由 是 C= B. EE,k;, 机 置 E = EE,,.., 出 Et 6a( 息 )， 
C = BE. 亲朋 完 办 ， 
定理 6， 若 C 《oa(B),B 《os(A4), 则 Cc,(4)、 简 单 地 


ae 
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证 明 ”由 定理 5. 有 互通 合 於 C = 了 BB, 忆 Eco(4). 又 由 假设 
BB 《os( 有 4), 故 由 定理 3,C 也 属於 oo(4), 证 明 完 举 . 

定理 7。 设 B 属 从 (M)a,, an 达 a 旭 EB,E oA(M), HIB, € 
E86A(M), 

证 明 因 Be(M)。= ow 十 6a, 故 必 Brkor .59。 因 之 
Z Bn € oo, LB, € 6,; 此 由 於 定理 2。 定理 苹 尘 . 

3. 波 雷 耳 点 集 与 裴 勒 画 数 设 BSM,p>0. 车 

f(x) = p(w € B), f(z) = 0(z€EM— B), 

则 名 了 关於 M, 是 B 上 具有 特征 2 的 两 数 , 简 车 之 : 了 在 马上 具有 
特征 »p . 

定理 1。 若 B《 (及 )。， 则 在 B 上 具有 特征 2 (2 之 0) 的 画 
数 f 必 属於 Ba(M). 尽 直 地宫 : 


出 是 网 有 
fn EE BAM); fn(%) > fnn(7) 
(WEB,wX=1,2,..); 


(i) LE 由 有 上 由 1 ,内 有 四 调 增 


ae 


给 明 此 定理 可 用 超 限 品 策 法 得 明 ， 先 囊 (iD)， 设 BEoi(M)., 
则 当 c 宇 Pp 时, M(f(x) 之 0) 是 一 空 集 . 
车? 之 Cc 守 0, 则 (Cf 之 c)=B. 又 车 Cc 过 0, 则 M(f>c)= 
二 M， 点 集 B85, M 和 空 集 都 对 大 性 是 开 的 ,所 以 点 集 
M(f(x%) 0C) 
对 於 1 一 定 是 开 的 .由 第 四 章 $6 定理 2, f 是 一 下 牛 连 续 画 数 ， 
由 第 四 章 86 的 定理 4, 有 增加 如 夭 数 烈 收 伍 於 f. 
其 次 , 假设 (这 ) 对 於 一 切 小 於 a 之 序数 B 成 六， 车 B 属於 
ca(M)., 则 
B= B+B, +..…, Br€ (M)o, an a, 
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故 和 集 Bi 十 Bs 十 … 十 B= Soc(M)a sp 一 <( 前 节 定 理 7). 
由 假 敲 Sn 之? 特 徽 画 数 疡 属於 Be (M), pB。 一 wa. 和 从 
fh ff 


知道 1 《 Bs(W). 
同样 可 广 (i).， 定理 广 办 ， 
定理 2 若 BeEen(M)(a> 0), 则 有 隘 级 不 趣 通 “之 画 数 


ee 


“ 哈 明 因 BE& zn), 故 B 可 分 解 入 
B= B+B,+ B+:.., Br€ 6M). 


作画 数 户 : 在 B, 上, 户 = i 在 用 一 Bn 上 , fx = 0.。 由 定理 1， 


jr 之 阶 航 决 不 超过 a. 和 转 
广 十 户 十 六 十 “…， = 
此 级 数 仁 M 上 均匀 收敛 。 由 $1 的 定理 8, 让 BAM)., 又 


1 
党 Xx€B 蛙 , xX €&B,, f(xX) = 去 之 0， f(x) 0D; 


当 zeEM 一 B 时 ,f(x) = 0,f(x) = 0， 
定理 做 办 ， 

在 第 四 章 区 明 了 如 下 的 定理 : f 在 MK 上 篇 过 入 的 充 要 人 条件 是 
对 於 任何 c, 点 集 NGf< ce) 与 MG 5) 在 形 中 都 是 于 的 ， 换 各 
话说 :连续 的 条件 是 

M(f < cE olM), M(f > oe)E Za) 
仿 用 超 限 归纳 法 ,将 此 定理 拓 广 . 

定理 3。 若 16 BM), 则 MM(f 之 c) 和 与 MM(f < 之 c) 此 有 央 众 
can( M). 

诈 明 ”假设 定理 对 小 於 a 之 一 切 序数 成 立 ， 因 f《 Be(M)， 
故 有 廊 < B*(M) 适合 

lim fn = I, 
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设 户 , js … 之 上 界 画 数 篇 Gx, 基因 f= lim 亡 /也 是 1Ge 
的 概 限 画 数 . 

因 (Gs 之 5) = 人 (后 之 0) 十 妇 (fxn 放 0) 十 …， 故 由 假 
设 , 知 


M(f, >c) € oo M). 
因此 M(Gk 放 cc) 《oaA(M)。. 然 MM(Gr 之 6) = MOGE > 一 1)， 
:MG > ec 一 3)…, 故 
M(Gr 0) € 6n(M). 
和 从 和 M(f 守 0)=MCG, ec M(Gs 之 0)… 知道 MM(f2zc)《6onx 
x (对). 因此 
M(f<c)= M— M(f>c) €orn(M). 
又 (fF 之 0) = M( 一 f 了 之 一 Cc) 《oor( 人 )， 定理 辟 尘 。 
此 定理 之 道 也 成 定理 : 
定理 4. 对 於 任何 。 ， 假 如 MG 之 c) 和 M(f < 5) 都 属 锥 
oo (MM), 那 未 了 6 Bs(M). 
证 明 ”当天 明 竺 ,我 们 可 以 假 疏 一 1 委 / 入 1， 将 [一 1 1 
等 分 篇 2 天 个 小 区 并, 分 点 和 起 
了 


qi= 1 (i=0,1,...,2k). 
k 


在 点 焦 B 上 取 正 值 ,在 其 余 的 点 取 0 的 画 数 ,简称 篇 B. 上 的 正 值 画 
数 . 5p(M) (B 之 a) 中 必 有 在 点 集 M(f 之 ai-1) .上 有 正和 什 丙 数 画 
数 9; 属於 B.(M) (定理 2). 又 在 点 集 以 (f 过 a:) 上 有 正 值 两 数 
; 属於 B.A(M). 那 末 


Fi= — 9 €B(M). 
9 UA 
若 X€EM(Fai), 央 fi(%) = 0; 若 2 Mai< rr 一 at)， 则 
Pi(2) 小 施 1 而 大 於 0; 双 若 26MOfa)， 则 天 (z) 一 1。 作 画 
数 
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fr = Ft t et Po) 1, 


则 户 EFCMNM)、 当 26MHai 过 f 和) 时 , (2) = F(X) = 
二 二 ij(X) = 二 1, 了 (7X) 在 0 与 1 之 间 , 而 
Fin(X) = Fi %) 一 … = Fx(w) = 0. 


故 得 f(x) = 地 0 志 < se< 巡 1， 由 是 


| f(z) 一 fr(w)| < 


因此 画 数 列 fx(X)(k = 1, 2, …) 均 习 收 伍 於 1(7X). 故 了 Ba(M). 
定理 攻 蛙 ， 
由 定理 3 与 定理 4, 得 勒 贞 格 的 定理 : 画 数 广 属 於 B。(M) 的 充 
要 条件 是 一 切 点 集 
M(f ce) 与 M(f 之 c) 
都 属於 oan( MM). 
定理 5.。 了 在 M 上 成 一 裴 勒 丽 数 的 充 要 人 条 件 是 一 切 点 集 


M(f > c) 都 成 波 雷 耳 集 . 
证 明 ”由 定理 3, 知 道人 条件 是 必要 的 . 今 设 一 切 点 集邮 ( 广 >c) 
都 是 波 尖 耳 集 ,要 证 f 是 一 裴 勒 丽 数 . 设 
7 yc 3， 
是 有 理 数 的 全 体 . 由 於 旭 (> 7m) 都 是 波 雷 耳 集 ,所 以 他 们 都 属 
於 某 一 (M)。。 设 c 是 一 实数 , 划 必 有 ty } 适合 
Ta TC, Ta, rn. 


因 WMO 之 c) = HM(f 之 ra,), 故 放 (fF 宇 0) 《66on(M). 由 是 
Mf>0) = Df >e+ oe) mM), 
1 
MU < 一 o) = M— Me) on(M). 


由 定理 4, fE Bon(M)，。 定理 茜 蛙 ， 
定理 6。 设 在 M 上 所 定义 之 丽 数 ,其 而 数值 限 雁 数 列 {cn} 


© so oe oe + .ee + 0 oo 。 
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中 之 数 . 着 1 B 0) 则 一 切 点 集 . 


M(f = ce), M(f = ch)，… 
此 必 认 oan(M); 其 逆 亦 中. 
证 明 着 是 定理 3 与 定理 4 的 特别 情形 . 攻 明 完毕 . 
全 设 0< 之 7X 之 1,% =0.amaa0a … 是 十 进位 小 数 , 当 
Qn < ,dnip = 9 (P= 1,2,...) 。 
村, 记 2 =0， mas … an-i(on 十 1)， on 一 …0。 此 时 
an(Z) (0<4<1) 
是 2 之 一 画 数 . 邻 颖 ant%) 是 1 极 的 画 数 . 通 合 方程 una(2) = 2 
的 Xx 之 集 ,是 区 滑 
[0, ga + Qn -1 2， 0 aq * ar!3) 
的 和 ; Qi … ,awi 取 一 切 0,1,2,…,9 的 值 ， 苇 M= (0 过 zx 过 
过 11), 到 | 
(ana(Z) = 2) € oo M). 
同样 (Qn(%) = 3),…, (an‘%) = 9) 此 属於 cs( 玉 )。 最 后 之 点 集 
(an(X) = 9) 是 区 间 


| 。， O102 …， Cn 9, 0, QQ … Ani + - ! 上 


TO0r~1 
的 和 。 由 定理 6, 知 ax(Z) 是 一 级 的 画 数 ， 
定理 7. 在 区 间 [0,1j 上 内 有 队 航 不 高 於 1 | 


1] 中 必 有 中 使 2 wz Rl 
证 明 “利用 上 壕 之 画 数 os = os(z), 作画 数列 


W(t) = 0，010305 
WA( KX) = 0, dQedho ， 


Unti(E) = 0，QonG，。 or 
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设 5, = 0， wa …。 置 Oy = Cay) Wap) Wo 一 0, Wa», 
… 即 得 所 要 之 粘 果 .定理 喜 蛙 ， 

利用 定理 3 与 定理 4， 可 以 汞 明 

定理 8，( 裴 勒 的 定理 )。f《 B.(M) 之 充 要 人 条件 篇 了 在 通 


集 C. 以 中 常 篇 概 巡 种 ,但 C 表 示 任 一 肝 集 . 

荐 明 稚 略 . 

4. 通用 的 连续 丽 数列 设 f(z) 在 开 区 晤 [0, 11 上 是 一 有 界 连 
粮 丽 数 , 其 上 界 篇 S, 下 界 篇 1。 对 伶 。 之 0, 取 正 整数 有 其 大 , 当 


1 一 2 | 二 时 ， 可 使 


If(2) 一 Ko) 之 二 
对 办 整数 7?( = 0, 1,…,), 取 有 理 数 7, 使 
D e 
0 一 Ui | 一 < 
作 折 威 画 数 
h(x) = 人 十 (T+1 一 rT,) (ET 一 ») 
(VETAV+I,Y =0,1,.…,k + 1). 


则 在 区 六 ?kx 之 5 十 1 上 ,成 立 着 
[f(x) 一 h(2) | 安 


<| Ar) — f(z) (2) + (2)—2(>) 


+ |4(2)— hw) |< 


< 二 +| (2) -rn tl rk) | 


< 二 十 二 十 [nn 一 ?|。 
5 5 


最 后 的 项 小 认 | (2) 一 (>) 


+ oe<se. 因此 在 [0, 1] 


中 |f(x) 一 有 (2)| < e。 取 |ral 之 | 7/ A 之 ) 


;上 剧 h(z) 叉 满足 
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1 所 几 (COZ) < 
此 征 折 线 夯 数 六 7 由 其 "顶点 "之 值 ro 7 和 决定。 有 理 点 


{Cro, 7], YE ~ 
篇 -一 可 列 集 , 一 切 有 (3#) 了 世 成 一 可 列 集 。 给 以 1,2,3,…, 又 共 
s 以 1, 5，3，… ,得 一 醒 数列 


hi(%), ha( % ), hs( x )， "ee 
对 蕉 连续 函数 (x), 正 数 6 及 正 整 数 入 , {hr(7)} 中 必 有 hn(2) 适 


合 


Iha(w) — fH2)|<e, n>N. 
因此 ,我 们 可 述 下 面 的 
定理 1, pe [0, 1] 中 任 - 于 要 加 数 人 %)， {hn(x)} 下 一 


人 十 人 习习 区 合 庆 
1 过 js (z) 过 S. 
定理 2 本 湖 [0， 本 有 区 工 的 速 大 而 数列 全 机 


ee 


je) 
证 明 因 矿 z) 的 阶级 不 过 1, 故 有 连 粮 画 数 刘 {f,(X)]} 收获 大 
f(zX)， 由 定理 1, 有 hm,(X) 适 合 


1 , 1 
一 让 之 h(2) 一 pos(z) < 二. 


由 是 , hn,(2) -> fKz)。 亚 有 明 完 蛙 . 
隅 大 匀 所 的 理论 ,最 初 天 也 本 股 拉 斯 有 如 下 的 定理 
定理 3， 设 1(2) 是 在 [0,59] 中 之 一 有 内 束 种 图 数 , 上 则 必 有 
多 项 式 列 匀 煞 砍 14). 


征明 置 ,(2) 一 | 2 一 了 | 十 (w 一 也), 册 党 x 之 上 时， 
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AT 、 四 ~ 2 了 -和 
gu(2) 等 於 03;2 >~ 了 时，w(z) = 2 一 天， 故 若 ao, …, gx-1 都 


是 常数 , 则 
PX) = ot PAF) 十 … + Op pit) 
(0 和 4 二]1) 
是 一 折 葬 画 数 . 当 v 过 hx 之 v 十 1 时, 9(x) 等 於 ao 十 2 x 


1 、 
x(z 一 二 ) 十 … 十 2 a, (7 一 上) 取 适 当 之 oo o, … 可 使 wp(z) 
在 顶点 之 值 需 
=o 7 1 了 7 也 
"3 + 20 (2 + + 20, (7 ) 
(Ff = 0,1, 2,..., k), 
如 是 , h(x) 与 p(w) 相 同 : 
k—1 
h(2) = oo 十 Sawp,(z). 
利用 此 关 傈 ,我 们 可 以 性 明 : 当 区 s 盖 0 ,有 多 项 式 P(X) 适合 
[h(x) — Plz)|<e (0 去 二 1 
这 本 P(z) 的 存在 , 就 竹 明 了 定理 3。 因 pi(z) = |z 一 了 十 


化 


+ (z 一 圭 ) 中 的 末 项 是 一 多 项 式 ,所 以 苯 明 有 多 项 式 P(z) 通 合 


1s -Z| -P| <e 0<r<y. 


ET 
好 了 ， 需 t= ,在 区 间 | ,1 >” | 中， 惟有 多 项 式 
P(t) 适合 
itl -Pw |<e 


和 


246 “一 ”均匀 收 钱 设 Sa(t) 是 作 个 级 数 的 开始 4 项 之 和 党 
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交 基 大 了 时 ,可 使 党 一 之 t<* 二 1 时 


上 — Sn(t) | << es。 
置 P(t) = Sn( 世 ， 即 得 所 要 之 和 结果. 
设 Kz) 需 [0, 1] 中 之 一 连 种 负数 . 对 失 正 整数 有 折线 而 
数 k(x) 适合 
|f(2) — h(x) [< (0<r1). 


又 有 多 项 式 P,(z) 适合 |h(x) 一 P,(z) | 二 二 由 是 


1f(x) -P.(z)| 近 二 (0<w<1). 


TT 


故 当 九 一 co 时, Pn(7%) 均 匀 收 合 认 1(X)。 秆 t= 一 一 一 知 定理 


在 一 般 的 有 限 芭 出 [a, 8] 上 成 并 定理 有 位 附 . 

利用 数学 名 绩 法 ,定理 3 可 以 推广 到 ?个 人 数 的 连 入 函数 . 

5. 存在 定理 ”西数 的 定义 域 W 篇 可 列 点 集 时 ,上 的 不 连 粹 
画 数 ,其 附 航 类 不 会 超过 1; 过 个 事实 已 在 上 文 说 明 . 假如 以 是 一 
不 可 列 的 点 集 , 那 末 当 a 之 1 时 a 级 之 画 数 是 在 存在 ? 令 设 及 是 
区 间 [0，1] ,要 甫 (以 ), 不 是 空 集 ， 先 证 

定理 1。 设 a。《 2(No), M = [0, 1], 则 正方 形 

Q: 0 过 <XQ1l, Ot<l 
二 p(x, t) 县 育 如 工 的 性 抽 ; 当 Pee f(2)€ Bex 


oo ss 


s eo 0 0 + 9 * 


证 明 条 用 起 限 钙 策 法 登 朋 此 定理 
先 设 a = 1 而 利用 前 节 的 连 炉 画 数 刻 : 各 (x), h(x),…。 航 
瑟 (zt) 三 太 (2)， (Tt)EQG; 


CE 二 =1, g(x,t)=0 ( 天 一) 


pt, t) = Dy g(t) H,(r,t). 
] 


设 入 表示 自然 数列 1, 2, 3, … 的 子 数列 v1, v2,… 之 全 体 , 则 并 区 
间 [0, 1] 中 的 数 t 和 与 NN 中 之 数列 {2n1 成 一 一 半 谭 . 


1N\ 1 
9 (2, 二 ) = s(x,=). 
闻 从 [0. !] 上 之 连续 面 数 沁 z)， 必 有 子 列 户 a(e) (人 = 1], 2,…) 
均 与 收 知 於 Kz)。 苦 {41 肆 座 於 加 0 之 刀 < 1, 则 会 


p(x, ty) = limy (2, 工 ). 


此 时 


Dn 
天 Pp(Y,to) = f(x). 
次 设 a 篇 --- 弧 立 序数 ， 此 时 0 一 1 也 是 序数 . 假如 党 序数 
a 一 1 时 定理 1 成 立 , 则 有 裴 勒 画 数 w(x,t), 党 f(x)€ B*-1(M) 
时 , [0, 1] 中 有 t+ 适合 
4(2t) = f(x). 
利用 $3 定理 7 中 之 落 数 列 wx(t) (0 之 t+ 之 1), 作画 数 
PTt) = lim yp (zx, w(t)). 
若 f(2) 《 B*(M), 则 有 { 记 (2 如 下 : 
fu(r)—> HF), fn(x) € Be )., 
芭 适 当 之 数 列 {sn}, 0 之 s% 之 1, 可 得 fr(7Y) = 由 (Xx. sn), 取 适 并 
之 数 如 可 使 8 = Wo(t)。 如 是 ,和 从 
fa(X) = br, Un(to) PK,to) = Hmy, (ZX,un(to)) 
= limfn(7X) = f(z) 
知道 定理 当 序 数 a 时 也 成 立 ,因此 当 5 之 a 时 部 成 并 . 
最 后 ,发 x 需 一 和 极限 序数 , 则 有 甫 培 的 序数 列 !Bw) 划 合 Bn->a. 
假设 定理 当 一 切 有 ,时 成 立 ,， 则 圣 藉 >” 有 如 下 的 碍 勒 画 数 9,(2,t): 
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当 了 (ZX)& pr(M) 蛙 ,有 加 适合 
Ohl, ja) = ,2, 如)。 
设 《m1), (ca 0) … 是 (0, 1) 中 不 相 重 点 的 可 列 个 区 隔 , 画 数 
t— ON > 
Pp» (0 5) 在 矩形 


vp 


R,: O01l, otib, 
上 是 裴 勤 函数。 又 作 裴 勤 画 数 y,(%,t): 
0((x,t)€ QO— RK,), 


W(X, 1) = | ta 
9 (0 二) ((%,t) € BR,). 


易 知 上 (7X,t) 在 上 是 一 裴 副 画 数 . 又 设 
Q(z,t) = 0 ((z,t) EQ — R,), 
=1 ((v,t)€R,). 
Q@,(2,t) 在 QB 上 也 是 裴 勒 丽 数 . 所 以 


9(2 站) = DY) QF,t), YY, t) 
2 一 1] 


在 Q@ 上 是 一 斐 勤 本 数 ， 若 Kxz) 之 阶级 B 低 从 a, 旧 B 必 小 然 某 
一 B,， 取 适当 之 匡 , Kz) 等 从 pu(z, 吉 )， 时 


则 得 g(x, 加) = 山 (2 加 ) = 9p,(7, 妇 ) = 闻 2)， 定 理 芒 时 ， 

定理 2.。 设 = [0,1];exg A B,(M) 中 必 有 画 
数 存 在 (不 是 宰 集 ). 

证 明 当 於 a 有 裴 勒 丽 数 p(X,t) 如 定理 1 所 壕 , 作 f(%) 如 
下 ; 

(1) gg(w, xX) 关 0 上 时， f(x%) = 0， 

(2) P(X,X) = 0 上 蛙 ， f(x) = 1, 
适合 (1), (2) 的 点 集 M1, MM 都 是 波 雷 耳 集 ,所 以 (zx) 在 以 上 基 
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一 裴 勒 函数 ,假如 用 x) 的 阶级 小 於 a, 上 则 必 有 刀 适 合 

P(r,t) = fr) (0 1). 
由 是 六 加) = p(to, to), 此 有 背 於 (1) 与 (2). 所 以 xX) 的 阶级 
不 低 礁 a. 因 之 Bu( 衣 ) 决 不 是 空 集 .从 明 完毕 . 


第 五 章 加 题 


1. 设 BE6.(MN)。 丙 数 f 放 x%) 在 如 上 等 於 1, 在 其 他 的 点 其 值 
篇 0， 杂 明 在 有形 上 有 极 小 礁 a 的 单调 减少 范 数 烈 收 敏 於 f(2)， 

2. 党 7X)&E Bo(AM) 时 ,点 集 必 (f(x) >c) 属 内 on(M). 

3. 侠 明 [0, 1] 中 存在 着 连 秆 画 数 列 %(E), X(t),…: 党 f(t) 
在 [0, 1] 中 是 连 灶 时 可 能 不 是 有 界 {Xn(t)} 有 子 画 数列 
{Xn,《t)? 匀 煞 认 f(t). 

4. 设 f(z,y) 是 正方 形 0 委 z 委 1 0 之 y 之 1 上 的 连 芒 画 
数 , 则 对 於 8 字 0, 上 必 有 2 与 2 的 和 多项式 P(Z, yy) 满足 

|f(x,y) — P(x, y) | e. 


微 分 


1. 亲 数 ” 设 导 是 直 禾 革 上 之 一 点 集 , f(x ) 的 定义 区 是 用 , 固 
定性 中 之 一 点 二 设 “《 ,7 天生, 画 数 
f(x,&) = f(x) 2 = 
的 定义 区 是 性 除去 ， 当 X 一 十 0 时 ,f(x, 5) 可 能 有 种 种 称 限 
秆 , 记过 些 极限 簿 的 全 体 篇 了 4(€), 假如 F(x) 在 6 的 右 方 环境 中 
人 匹 意 闵 , 草 了 + 是 一 空 集 , 假如 了 4($) 不 是 空 集 , 那 末 称 了 4(&) 中 
之 任 一 数 篇 1(x) 和 在 碳 方 之 一 导数， 称 了 He ) 的 上 界 ( 下 界 ) 篇 
1z) 在 粘 二 右上 (下 ) 六 数 . 记号 
D+rf(z) 积 Dif(2) 
表示 了 (%) 在 点 » 右上 六 数 和 右 下 六 数 ,假如 两 者 相等 : 
D+f(%) = Df(%) 
那 末 了 +(#) 仅 含 一 个 数 , 以 玉 (4) 记 此 数 ， 称 之 篇 (xX) 在 点 x 的 
右 方 是 可 尊 的 , 它 具 有 了 唯一 的 右 方 闭 数 刻 (xX)， 同样 
D-f(z), Df(%), f(x) 
表示 左 方 的 半数. 假如 (7X) 与 产 (x%) 都 存在 且 相 等 , 那 未 称 画 数 
jz) 在 点 是 可 六 的 , 它 具 有 唯一 的 游 数 
广 (Z) = (rx) 一 产 (2). 
此 时 双 称 函数 x) 在 点 x 可 以 微分 ; 尊 数 六 (7) 篇 (x) 在 点 zx 的 
Jim 大 人 十 h)— f(%) = (2) = f(x) 
h>0 h ax 


假如 一 于 [4&, 8] 上 的 画 数 f(x)， 人 在 上 开 区 间 (4u, 5) 中 存在 着 导数 
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(zx)， 莫 且 凡 (qa) 租 扬 (5) 此 存在 ， 基 称 关 (XY) 在 阴 区 间 上 可 以 徽 
分 ,简写 
fi(0) = f(a), F060) = (00). 
此 时 名 疡 (z) 篇 Kz) 之 于 而 数 ， 
假如 天 (wo) 是 一 有 限 数 ， 那 末 zo 是 f(2) 之 一 连 炽 点 。 然 在 
f(z ) 的 不 连 态 点 Xo, jzo) 可 能 存在 而 为 十 co 或 一 co. 例如 
f(0) = 0,f(2)=1+ Mr (2>0), 
1(z) = 一 wW 一 7 (x<0), 
则 当 zx 盖 0 时 ， 
Hz)— HO)_ Metl ,os >0), 
.XC—0 bd 


所 以 产 (0) = 十 co, 了 双 党 zw 过 0 时 ， 
flz) 一 Fo) -Mz _ 1 


-0 :MV 
所 以 产 (0) = 十 oo. 因此 (0) = 十 co。 
画 数 之 连 粹 点 ,未 必 是 它 的 可 以 微分 的 点 ， 例 如 画 数 


f(0) = 0, f(%) = wsinl (v0) 
网 
在 x = 0 是 连续 的 ,但 是 当 > 一 0 几 ， 
F(z) — FO0)_ inl 
wv 


和 一 0 
划 无 极限 ,所 以 户 (0) 不 存在 。 事 实 上 在 x = 0 的 尊 数 的 全 部 戌 一 
于 区 疝 [ 一 1, 1]. 
画 数 具有 游 画 数 时 ,其 法 画 数 未 必 是 连 和 蒜 画 数 . 例 如 
1(0) = 0, FLz) = w’ sin = (2 0) 


f°(0) = 0, (x) = 27 sin 一 一 cos 工 ， 轩 数 广 (z) 张 区 不 存在 ， 
v 


然 在 x = 0, 洲 画 数 有 一 不 连 芒 点 . 


一 十 co(z 一 0)， 
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定理 二 设 1%) 在 点 zi 取 极 大 值 ， 在 点 x; 取 极 小 秆 ， 那 末 
D+f(m) < 0 < Df(s), D-f(xa) < 0 < Dif(zo). 
体 明 取 正 数 郊 艺 小 , 则 
f(z +h, x) 0, fri — h,7) 过 0， 
(za + h, 2) 0, fms — h, ta) < 0. 
分 hh 一 0, 即 得 所 要 的 秸 果 . 
和 若 1(x) 在 (6, 5) 可 以 微分 ; 划 在 取 私 大 和 值 或 酸 小 值 之 由 
ao, 半数 了 (zu) 必 等 仆 0， 
定理 2， 若 D+f(%0) 之 0<D-f(%o)， 到 2) 在 点 wo, 取 极 
大 什 ， 车 D-f(2') < 0< Dr’), 则 f(x) AE 号 取 极 小 值 . 
钵 明 取 正 数 丸 芯 小 ,由 假设 得 
foo + h, Fo) < 0 fvo — h, wo), 
f(z —h,2)< Of + h,r’). 


f(wo th)< fw), fr + h) >I"). 
吉 明 完 竹 . 
定理 3. | Co， 2) 上 所 定义 之 函数 用 7), 极 大 值 点 和 本 小 


ee 


证 说 明 入 在 C0) 员 取 攻 大 值 之 成 一 点 集 五 ， 鲸 

x'€ 1, 取 适 当 之 有 理 数 wa' 熏 bx… 可 使 
fF(X) HK), dr HDs 
车 4%" 《2 沽 2 天 (0z' bz') 全 (as". pc) 不 会 一 致 。 有理 
WE 而 
{(az po) (026 五) 

篇 7 之 一 子 集 , 也 是 可 列 的 ， 志 五 ; 是 可 烈 的 . 由 是 可 知 jz) 在 
(a, 2) 中 取 术 小 值 之 点 ,也 成 一 可 列 点 集 ,所 以 Bi 十 ;是 可 列 
的 。 定理 妖 办 ， 

由 定理 3， 可 以 半 出 亲 丽 数 之 一 性 质 . 
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定理 4。 设 1(z) 之 定义 区 是 (o, 0)。 两 关 保 


D+f(z) 之 站 f(z) 与 站-f(z) > Df(z) 

不 能 同时 成 立 之 点 x, 成 一 可 列 点 集 "， 

人 证 明 ” 届 ,7 … 是 有 理 数 的 锌 体 , 又 设计 是 关 人 

D+f(x) > Df(z) 
不 成 立 之 点 2 的 全 体 ,车 %《& ML, 则 必 有 7 适合 
D+f(%) rn D_HFz). (1) 
者 fa(2)=f(2) -maz 则 因 Drfn(z)= Drf(z) -ro D_fn(2)= 
一 忆 _A2) 一 7 得 
D+fn(z)<<0<< D_jn(z)， 

故 由 定理 2 ,在 xz, 户 (z) 取 极 大 值 。 记 般 合 (1) 之 加 “之 至 体 篇 
M, 则 由 定理 3, Mw 是 一 可 列 点 集 . 故 2 = 是 一 可 列 点 集 ， 
同谋 可 语 关 保 D-f(x) 洋 D+f(z) 不 成 立 之 点 成 一 可 列 点 集 . 定理 
豆 蛙 . 

2. 中 值 定 理 及 其 应 用 

中 信 定 理 ”在 闭 匠 天 [a， b] 上 过 到 类 本 数 f(x), 假如 在 于 原 


ee 


ss 0 0 +» 0 »* 4 


KO) fa) = 0 ofce). 

语 明 巷 明 之 前 ， 应 该 注意 的 ， 有 两 事 : 第 一 , 六 (%) 可 以 入 
+ co 或 一 00; 第 二 ,六 而 数 扩 (x) 可 以 不 必 在 [4, 了] 篇 连 种 . 

赏 苇 明 时 ,我 们 不 妨 假设 1(2) 非 篇 一 次 曾 政 4% + B， 苇 

p(z) = f(z) — fo) — NOEL) (2 — 0). 
数 连 芒 画 数 9(2) 在 点 x' 取 最 大 值 ,在 点 2” 取 最 小 值 ， 由 大 
Pp(a) = p(0) = 0, 

且 f(z) 天 Ax 十 B. 故 zt 和" 两 点 中 至 少 有 一 点 属 从 (4,5)。 说 
wa< 0, >0, 则 


1) 杨 格 (G. C，Young) 的 定理 ， 
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PT + hh) PP) 一 0 Pr —h)— p(x) 0 
天 本 一 上 天 二 
合 h 0, 得 9"(2?) = 0， 由 是 (20) 一 上 中 一 人 的 . 导 明 完 时 . 
中 秆 定 理 , 双 名 平均 值 定 理 , 订 用 英和 多 , 今 举例 於 下 :利用 中 值 
定理 奥 S2 = o, 信 明 。 是 一 超越 数 ， 假 如 。 不 是 超越 数 则 必 有 
整数 co cu cs,… , cn 适合 
Co 十 CB 十 Co@23 十 十 Cne* 一 0 (co 天 0)， 
设 7 是 -很 大 的 质数 , 诈 1(2) 一 一 
FoR) fr) = (FHF)), F(T) = Fr) + F(T) 十 
十 … 十 10(%), 其 中 7 表示 多 项 式 1(2) 的 次 数 ， 因 而 数 e-*P(z) 
之 着 画 数 篇 一 e-*f(x), 故 由 中 第 定理 
e-*FP(2)—e PF(0)=— ref(E(2)) 0 LL EN) LT, 
由 是 e*R(0) = 了 (%) 十 xe*-8(f(E(X))。 所 以 
0=F(0)(ct+ oet.+ cne")=coF (0)+ .enF (nN)+ p, 
但 2 表示 


-1( -1T)2(2 一 2)2 


ereionf (Ek)). 
k=1 
取 p 英 大 ,可 使 其 纪 状 值 小 於 1, 事实 上 , 性 表 示 
Iz — D(z—2)-. (2—n)|(0<7zAn) 
的 最 大 值 时 。 1 
(NM )? 
1p| < 
由 是 若 能 生 朋 coP(0) 十 …cnR(m) 是 一 不 等 於 0 的 整数 则 必 
CoF(0) 士 … 十 cnF(2) 十 天 0. 
而 丛 明 完成 ， 显然, F(1), F(2),…, P(N) 都 是 bp 的 倍数 所 以 
CF(L) 十 cn) 
是 可 用 b 除 苑 之 一 整数 . 又 下 (0) 一 fi?15(0) 也 是 2 的 倍数 . 由 於 


《jcol 十 ce 十 … 十 |co| e"), 
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for-9(0) =(—1)? (nl)? 
不 是 了 的 倍数 ,所 以 68(0) 十 … 十 cnF(%) 与 ( 一 1)?(n1)?co, 就 
除数 ? 而 言 ,是 同 剩 除 的 . 
因此 , YoxF(E) + p 不 会 等 於 0,e 是 一 超越 数 . 
假如 1 守卫 中] 上 时速 征 的 话 , 岂 本 姑 ?) 在 此 原 


ee 


当 z 页 看 角 小 加 5 而 区 在 [a, 5] 中 时 ， 
A 一 f(z)| < 一 es. 


Ww 
遭 是 因 得 7 是 各 秆 丽 数 所 以 昌 认 se, 有 如 下 的 65: 当 | 一 2< 
过 86 时， 
|fF'(w2') — f(x)| < e. 
由 中 值 定理 , f(x ) 一 (x%) = (7 一 0) 三 ()， 二 是 (2 2) 或 
(zx, x ) 中 各 党 的 一 点 . 和 从 | 一 xX| 过 |z 一 x'| 过 6， 知道 
12) — HE) peor) = f(E) 一 F(z) 
人 一 vw 
之 移 对 什 小 於 。. 

中 钾 定 理 逮 可 以 拓 广 篇 如 下 的 形式 : 于 区 间 上 的 连 炉 西数 
f(z) 和 g(%), 假如 在 开 区 和 章 (4, 5) 中 不 处 可 以 微分 , 且 六 (x) 寻 
9 (Zz) 不 同时 篇 0, 亦 不 同时 篇 co , 那 末 当 9(D) 沽 9(a) 有 时 ,(4,0) 
中 必 有 一 点 适合 

f(b0)—fHa) _ fF(é) 
gb)— g(a) gg(é€)° 
欲 事 荐 明 ， 作 画 数 ptz) = f(z) 一 f(a) 一 了 中 二 70). 
9(68) — g(a) 


(9(X) 一 9g(0)). 因 9(0) 与 (5) 都 等 於 0, 故 由 中 和 值 定理 ,(&, 5) 
中 有 使 2 8) 篇 0。 由 是 即 得 所 要 的 车 果 。 
从 迁 悦 拓 广 的 中 和 值 定理 , 即 得 计算 极限 之 一 定理 : 
假如 极限 值 Ka + 0) 与 9(a 十 0) 此 等 於 9, 当 区 间 (4,5) 共 


PR 
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得 时 ， (2) 与 g(7%) 在 (4,0) 中 都 存在 ,有 旦 页 数 Paayota) 具 有 -- 
定 的 意 闵 。 在 此 情形 下 , 若 酸 限 什 
lim (x) - 
za+o (LX) 
存在 , 则 党 了 一 4 十 0 时 ， 李 限 1(%)/9(2) 也 企 在 ,其 值 等 蕉 4 
第 二 种 不 连续 点 车 f(z) 在 (a， 2 中 有 赣 画 数 记 (2) 而 2 一 4 


» 


是 f(x) 之 一 (有 用) 第 二 磋 不 于 各 中， 那 未 六 z) 在 (o,8) 中 取 


+ 


比 共 袖 可 利用 中 值 定理 溃 明 ， 设 * 是 一 窒 溉 ,及 朋 (4,65) 中 有 
点 能 使 (7X) = 和 好 了 .由 於 并 一 4 是 函数 
PE) = F(X) 一 47， 
之 一 第 二 种 不 这 和 苇 点 , 故 尝 xX 一 4 十 0 时 .89({%2) 的 上 限 大 於 其 下 
限 。 识 
lim g(x) (<<c lm [ol 


Za 
正 数 站 吕 然 很 小 , 医 半 (oa 十 廊 ) 中 必 有 如 证 的 而 点 71 王妃 : 
PL) ZE YW). . 

不 妨 假 设 入 < 如, 那 未 ;过 Xo 中 必 有 点 x 带 合 9(X) = C. 区 
痢 (&, 2 中 必 有 此 Wo 使 8(%0) 盖 2. 由 是 

gf)<Ce<o(zo LR 二. 
区 图 (zo 扩 ) 中 必 有 点 2 使 9%02 ) = 6. 由 中 伍 定 理 ， 

0 = p(X)— p70) = (1 — XP(E), 0 < 

由 是 89($) = 0, (8) 一 0<E<Q 十 几 . 

3. 高 炊 导 数 7z) 有 游 画 数 广 (2) 时 , 称 J(7) 的 导数 与 导 画 
数 篇 用 7X) 的 二 次 半数 与 二 次 洲 画 数 ， 三 次 ,四 次 … 之 (xX) 的 半数 
与 壮丽 数 , 可 以 逐次 定义 ， 下文 稀 过 些 遵 数 篇 道 常 的 半数 ,除了 通 
常 著 数 而 外 ,我 们 可 用 种 种 方法 , 稀 尊 数 的 意义 拓 广 . 

第 一 种 拓 广 法 -一 逐次 法 发 在 点 2 = a, 当 及 一 0 和 蛙 , 有 ( 鼻 
和 拱 隔 党 的 ) 常 数 ao, ww, …, as 适合 於 关公 
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(1) Huth)=othot et "十 企 玫 二 oj 
上 时” , 称 函 数 7) 在 点 xX = a 具有 天 次 广义 半数 ax, 用 记号 


D* f(a) = ax 

来 表示 它 ， 所 以 D* f(a ) 的 存在 ,包含 D2 了 (60),…, D'f(a) 和 D? 
fa) = f(a 土 0) 的 存在 。D* 了 f(a) 的 俊 是 f(a) 的 丘 广 ,可 和 从 下 
述 定理 明白 ， 

护 广 的 戴 劳 定理 ” 设 在 点 % = & 的 附近 (4 -Fr es, 2 一 w), 画 数 
恋 Z) 的 导数 大 2) ,fm 下 (x) 都 存在 , 且 在 点 = a, f(g) 也 
存在 , 则 当 | 
4 十 ce<C<a 十 下 <-au 一 刀 玉 一 0 


时 ， 
FaA+h)= f(a)+ pf(a) + f+ :十 
和 如- oo(o) + 人 ?tay + 001)). 
(2 一 工 
证明 作 之 而 数 jn 
ph)=fa+h) of a) —hf'(a)—.- m0). 


当 有 一 0 蛙 ,$9(h) 王 9, 加 (有) 王 0,…; 所 以 


2 一 Sim eR) lim 9 fo(0) | 
jpr nl! nl 


lim 2 


襄 是 即 得 所 要 的 站 果 。 下 吕 袍 池 
第 二 种 拓 广 法 一 一 直接 法 是 
有 
Agz， h) = f(z+ 之 ) 一 f{z 一 了 让， 


Aj(wX,h;f) Ar, h) = Ap x (z 十 名 ,hh) Ai (2 一 各 ,及 )， 


* 六 一。(| 2x]) 的 意 芒 是 lim 工 = 0. 
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固定 %, 车 榴 限 


h>0 h 
存在 , 则 名 此 极限 值 篇 f(x) 在 x 之 次 (对 称 ) 广 闵 壮 数 ， 记 之 以 
Df(Y)., 
定理 1， 假如 D* f(a) 存在 , 那 末 G 杂 (e) -证 存在 , 责 者 相 


等 
证 明 当 v? = 0,1,32,.…, 有 一 1 了 时 ,显然 
【3 CC 一 “外 一 
而 
[(: 人 (人 “=|, 一 人 


故 回忆 = (i 一 各)h, 设 v 之 hb 得 


D0 Da = [(s E) De 0, 


j=0 ax 
又 


Kk 
Do— Di HY = hrk!. 
12=0 
因 As(2 ,只 ) = 了 (zw 十 及 ) 十 天 2 一 天) 一 21(7), 故 由 数学 足 策 法 ， 
hilz, h) = DY — 1)i( F(z + jh 3 kh ). 
然 1(T 十 月 ) = qo 十 kk 十 … 十 Gxrhsf/Kk! 十 0(h*). 故 得 
k 
Agp(w,h) = > — 1)*-i(#) fa 十 五 ; 十 十 


十 HS +od 太 1 = gphr + o( |h lt). 
由 是 2*(2) = or = Dr*f(2). 
车 (4@) 存 在 , 则 D3f(&4) 亦 存在 ,由 定理 1, 977(4)= 了 (4). 
由 是 得 到 
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乘 当 了 (G4) 存在 尘 ， Dz) = f(r). 
上 比 引 时 容易 直接 彩 朋 : 恩 
ph = fo + hi+ fa — hh) 一 2f0Q)， 


划 
ph) = 9(0) + hp’'(0) 十 外 > p"(0) 十 0( 玉 2) = 
一 户 (a)72 十 0 
然 乡 2fx) 之 存在 , 兹 不 含有 的 帮 和， 例如 


f(0) 一 0,Fz) = zsin 二 ~ (* 关 0), 


RO0) -oo saath — 1 cos 1 , 故 了 (0) 不 存在 ; 


然 
(0) = 0. 
定理 2， 若 8(2) 在 [4, 501 篇 连 秆 多 902) = 0, 则 9(%) 
暴 z 的 -六 丁 丈 ， 
证 明 设 e 之 0, 填 pi(2) = 土 X(%) 十 (x 一 a)(% 一 5), 
但 
xfz) 一 9(2) 一 oo) — (Pp(b) — 9(0)). 


党 猎 (X) 一 0 昱 ， 22) 一 2 es>0， 堪 午 画 数 y+(o) 在 fa, 5] 
不 能 取 正 数 , 若 不 然 , 则 其 最 大 值 +(é§) 汪 0, 因 之 
Vi(€ + h) 十 4 一 名 ) 一 2) 0 jy) 


上 页 轨 地 s(E) 之 0 不 相 容 ,所 以 各 (2) 之 0 (4 二 # 二 胃 ， 四 是 
可 性 x(x) 三 0. 假如 x(x') 之 0, 其 取 s 其 小 ,可 使 

pi(2') = Xx) 十 e(2 一 0)( — b) > 0. 
假如 x(2”) 过 0, 旭 取 。 巷 小 ,可 使 

pK) = 一 X(2) + ew — (2 0) >0. 


二 一 


1) 省 十 将 五 蓝 (Sch .ar 全 的 定理 、 
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十 省 蕴 和 与 (2) 之 0 不 相 容 , 故 必 X(X%) 三 0, 9 (24) 是 一 次 画 数 . 
做 朋 完 虹 。 

星 用 定理 2, 可 以 解决 三 角 级 数 之 一 问题 ， 设 os 和 ba(%=0， 
1,…) 都 和 扰 天 傈 , 则 称 


1 om mm 
st Sancos nz + brsinnz) = 3 An(%) 


nN 二] 


篇 -一 三 角 和 级 球 , 其 中 Ao = > Coy An(%) 一 A 一 Wn COS Nw 十 bn 


sin nx 。 现在 要 闻 假 如 泵 个 三 角 级 数 杀 处 收效 疏 相 同 的 和 和， 两 级 
数 是 下 相同 ?下 滤 定 理 予 以 肯定 的 回答 。 
定理 ?3， 发 bn(% = 1, 2,…) 篇 一 有 界 数 刘 "。 车 三 角 和 级 数 


ae 


证 明 ” 先 司 一 三 参 动 定 再: 天 sw 收敛 礁 。 则 芝 hh 一 0 时 ， 
Ce sin nh \? 
S(h) 一 Dm -> 8, 


[人 一 Wn 十 Mn+l 十 机 则 对 蕉 e 之 0， 有 1; 当 “之 妈 上 蛙 ， 
17,| 过 <， 报 数 


> 人 总 ) = D0 — 7,+43) (Su ) 一 
一 7 (2 2 一 - Enh (SO Sin » hy 
的 经 尘 值 小 亦 
e+ :Sf 


{y+ 


(7) 


| a sin2t 
[0 了 dt<Zée ts f 一 |at. 
a sin2?t t sin 2F — 2 sin t 


A yA 三 及 
由 认 -4 3 一 ,所 以 4 = 人 | (2 | 此 是 
一 有 限 数 。 因 此 , 般 数 aksin vh/vhp)? 对 於是 均匀 收 化 的 . 全 


于 休假 八 , 需 莹 明 蕉 便利 而 性 ;事实 上 ,可 以 操 它 除 大- 


17& 蜜 | 数 座 
以 S,() 表 示 它 的 开始 2? 项 的 和 ， 
S(h) = S,(h) + 7,(h) 
的 话 , 拷 未 7,(0) 一 Ty, 
[IS(h) 一 Ew CISAh)— 三 | 十 | | 十 | rn(h)|, 
最 后 两 项 之 和 72 | 十 | ?nth)| 小 走 s(2 十 4)， 故 当 几 一 0 时 ， 


13() 一 人 之 上 限 小 於 或 等 於 (4 十 2)e。 全 ee 一 0, 得 
lim S(h) = S. 
h=>0 


各 Ao = a, 五 (2Z) 二 十 Db 十 3 A — DE, 
1 


则 得 
F(Z-2h)+F(z — 2h)— 2F(2) 志 sin nh \? | 
- 4 = Dan) (1) 
航 数 的 第 一 项 是 40, 芝 是 相当 於 % = 0 的 一 项 。 由 假设 , An(7x) 
了 攻 人 敏 於 0, 堆 和 从 神助 定理 知道 , (1 ) 之 右 端 当 丸 ~>0 时 ,其 什 篇 0. 
由 是 


TF(2) ED. 
和 从 三 An(0) = 0, 得 Qn 一 0. 又 因 bw 篇 有 界 , 所 以 F(x) 是 一 连 秆 
男 数 .由 定理 2,7(x) 是 + 的 一 次 画 数 。 所 以 


3 A = 4 十 Bz， (2) 


4 与 是 十 个 常数 . 关 (2) 的 天 中 2 十 2r 代 z, 其 值 不 楼 , 故 书 
必须 等 从 0， 
级 数 三 4An(%)/?w 关於 x 是 均 与 收 伍 的 ,所 已 从 


2 名 1 2 
4/ dx = > An( x)dx = 0, 


知 44 = 0. 顺 次 以 cos mz 与 sinmz 乘 了 ln- 4,(X) = 0， 然 后 
1 
积分 , 乃 得 


第 六 章 ” 微 分 179 


了 27 
一 二 am COs mr dr 一 0 ,5h Dm Sin?* mw dx = 0., 
mm 


所 坊 Um 一 0， bm = 0。 证 明 完 蛤 . 
广 闵 半数 妇 于 (x2) 当然 不 一 定 存在 ,一 般 号 


歹 ?1(z) = [2 六， oz) = lim Asl%, iD. 
定理 4. 汉 在 并 匠 辣 (cv 吕 中 是 -了 生 浊 入 本寺 . 假如 


BOE 
则 (x) 在 (a,5) 是 一 丁 丽 数 . 
证 明 区 间 (w, 50) 中 的 号 画 数 的 意 闵 是 : 对 於 (4 D) 中 任何 三 
点 Zz wa Was 党 20 < %2 < 之 za 了 时， 

f(r) (Ra 一 za) + f(ra) (zs — Ht) 十 za 一 2 EO (1) 
成 立 ， 设 六 0， 名 之 加 之 wi, 作 2 的 上 年 连 炉 画 数 有 (%) = 
= f(X) 十 ex*?， 图 数 

2(Z) = f(x) — fi(%) 一 全 人 — PE 一 Wi) 
3™ 1 
在 [%1, za] 中 的 某 点 ,取得 最 大 值 9p($)， 若 9(&) 之 0, 则 因 
P(NH1) = p(s) = 0,% EVs, 
从 92(E 十 尹 ) 十 9 人 (一 7) 一 29(5) 委 0, 得 多 ?p(S) 安 0. 
但 是 


Zp(E) = BE) = DE) 十 2 全 2 全 0， 
所 以 9(6) 之 0,9(2) 之 0( 如 之 7 过 Xs)， 加 X = ws, 划 得 
F(X) Ka 一 0a) + (Ka) (Ks 一 2) 十 (ra) (RL) 委 0. 
令 s 一 0, 力 得 (1)。 侠 有 明 完 时 ， 
系 1 融 jrtz) 之 0(4 之 % 之 5), 那 未 f(x) 在 (w,5) 是 一 本 
图 数 . l 
系 2 “着 f(z) 在 (a,5) 是 一 是 丽 数 , 则 必 多?f(z) 之 0 
(a < rx< 0), 
证 明 办 (1), 四 4% 一 2% 一 hw == 2,ws = XX 二 +h(h>0). 


Eh 寅 商 数 前 


则 和 多 


fw—h)+ f+ Rh) — 2f(2) 一 0， 
即 得 20%Y(X) 之 0， 体 明 完 举 . 
柔 3 区 间 (4,25) 中 的 .上 和 牛 连 种 丽 数 A(x) 满足 人 条件 
DIL) 0, (4 < < 0) 
必须 乡 2(2) 之 0. 
下 六 将 更 述 囊 丽 数 的 性 质 : 
定理 5。 设 有 常数 4 大 於 XY) (4 之 4%< 二 5), 且 当 
和 一 六 < 十 磷 
时 ,天 傈 
foz) 去 A 十 ht —h) 
常 成 江 , 出 f(z) 在 (a, 5) 是 一 出 而 数 . 


证 明 ”定理 之 意 : 是 在 x = 人 之 限制 下 , 当 

fT) — Ta) Tf Ra) (Ns — Ti) + fx) Xi — Ts) 0 
时 ,有 上 界 的 画 数 六 z) 是 一 凸 丽 数 ， 

我 们 先 证 两 休 件 2f(z) 之 f(z 十) 十 f(z-) 奥 f(z) 二 A4 
含有 f(x) 在 (a, 5) 的 连 积 性 . 首先 逮 刘 建立 不 等 式 


f (© 十 Za 十 … 十 也) < AX) 十 大 ta) 十 … 十 (Yn) . (1) 
也 也 
当 7% = 2 了 时,(1) 就 是 假设 的 不 等 式 . 车 % = 4, 则 (1) 的 右 端 小 於 

1 人 十 2 las 十 人 F(X1) + fF) + f(r) +f( Tm) 

Ye) 1 ee te 
由 是 可 知 (1) 常 1% = 2?(m% 一 1 2) 有 蛙 ,(1 区立 设 % 是 一 正 
整数 , 取 % 使 3” 大 套 . 转 

= X1 十 … 十 。 “十 wm Tn om 一 总 
1 


» Cnt 一 Xn 二 +: 


那 未 
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f Ett) = 
om 


一 i 人 ( = f(X)) 
Dm 


< fm) 十 … 十 Hzn) 十 (2" 一 2)f(X)!. 


故 (4) 成立 。 国定 zw, 取 正 整数 祁 花 大 ,使 0 过“ 了 人 之。. 又 

取 正 数 6 蔚 小 ,使 
Qa Ndr 人 T+ 9), 

副 人 十 n6 十 (% 一 zx = n(w 土 6)， 由 (1 ) 千 : 


f(x 46) NTE n+ (Wo Ix) 
+ 5) 去 二 。 


即 
f(z% 土 6) Fr) {f(r + n6) ~ .ff(%)}, 


有 让 小 於 SHE) < 所 以 


f(xt6)—f(2)e. 
从 2) 一 f(z 三 6) 之 f(z 土 6) 一 1(%), 得 f(% 土 6) 一 1(%)> 一 é. 
由 古 
f(z + 6)— f(r)| < e. 
其 中 6 可 骨 很 小 , 所 以 2 是 HZ) 之 一 连 稿 点， 故 /2) 在 (4 5) 是 
识 4 之 H 之 ;之 之 b. 设 加 加 扣 的 中 点 呈 于 站 是 


则 由 假设 ,点 (%, (2)) 在 4 = (加 ,f(z1)) 与 8 一 (zf(%a)) 巡 嫉 
的 证 方 (或 在 连 芒 上 )。 将 (zu ma) 分 篇 2° 等 分 , 设 其 分 点 篇 加 "，， 
二 全 ，  ， tn) 人 一 27): 

= 人 < 必 人 区 
一 动 遇 i 志 ,， He AB 的 下 方 或 在 AB 上 ， 设 和 过 些 分 点 的 全 
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体 得 已 , 其 召 中 必 有 点 列 x 中 收 化 蕉 加。 由 页 点 (7 07) 澡 
在 48 的 下 方 或 在 4B8 上 , 且 
f(z™) 一 f(x,), 
故 (Xo, f(a) ) 也 在 4B 的 下 方 或 在 4B 上 . 由 是 
fc)(za 一 Ka) + FX) (Ks 一 0) 十 天 za) 一 2o) 委 0. 
姓 朋 完 举 . 
季 (4,b) 中 之 过 姥 画 数 节 有 旧 性 的 充 要 条件 是 关 保 


* se oo so +o oe se oe * 0 eo ® » 


f(x) <s {f(x + h) + Fx)! 


- 钴 於 4<<Y 一 及 < 十 凡 过 5 常 成 并 . 
定理 6。 假如 jz) 在 区 间 (a, 5) 中 是 中 的 ， 则 在 此 茎 关中 
F(z) 和 所 (2) 都 存在 . 
证 明 设 4 过 之 和 ;之 7 之 50, 划 
f(xa) — f(z1) < Hs) 一 f(z) 
Ya 一 Vl Vs— WX . 
於 此 , 先 信和 一 和 次 设 za 一 zi, 旧 得 D+tf(z1) 委 Dzf(W1), 故 必 
所 (Yi) 存在。 又 因 
f(x) 一 fxs) 之 fxs) 一 f(a) 
Vi1 一 Vs Ya 一 7a 
於 此 先 令 如 一 ZX, 稚 全 2 一 za 乃 得 D-1(Xs) 过 DANza)。 故 
六 (za) 存 在 ， 定 理 菠 学， 
定理 7 发 Xz) 在 (0 pb) 中 是 凸 的 , 则 (2,0) 中 除 一 可 列 点 集 
而 外 , 潭 数 公 (%) 必 存在 . 
证 明 ”由 $1 的 定理 4( 杨 格 的 定理 ),(a, 2) 除 一 可 烈 点 集 五 ， 
成 并 着 


D-f(x) < DIAY), DZ) < D-H(Y). (1) 
故 若 不 属於 名, 则 由 定理 6 与 (1)， 
FF) CFL), fF) SN). 
故 扩 (X) = (x) = 六 (zx)。 敬 上 明 完 举 . 
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4. 单调 面 数 设 泌 xz) 是 区 加 [4，0] .上 所 定义 之 一 画 数 ， 当 
4 之 V1 之 vo 达 b 了 时, 若 关公 
f(x) < 女方 Za) 
常 成 立 , 称 了 (x) 在 [a, 0] 是 一 增加 画 数 . 假如 f(%1) 之 f(%w) 常 成 
立 ， 称 f(%) 是 一 减少 画 数 .。 粮 称 二 加 画 数 导 减 少男 数 乱 单调 画 
数 . 当 f(x) 篇 减少 画 数 上 时， 一 fA(Y) 是 一 增加 画 数 .因此 ,下 面 专 
论 霹 加 机 数 ， 
定理 1。， 设 作 7) 在 [0, 疏 是 一 增加 画 数 , 划 
(i) 兴 4 达 x 之 5 时 ， f(z 十 0) 存在 . 
(证 ) 党 4 二 % 二 了 时 ，f(% 一 0) 存在 . 
证 明 (这 ) 的 将 朋 , 设 c(z) 篇 了 在 区 加 [w, 2] 中 的 上 界 . 刚 当 
Tn XT, Tn~—y% 
时 ,从 f(zn) 过 o(%) 得 
Tim f(z) < ox). (1) 
就 GG 过 ol(zw), 姑 有 如 下 之 :a 之 之 7,f(8) 之 G. 计 
tn >E (n>m), 
则 因 fxzn) 宇 1(5), 故 lm 了 (xr) 之 18)>G. 全 GG 一 ol(7X), 乃 得 
lim f(xn) 之 o(7X). (2) 
由 (1) 和 与 (2), lim f(xwx) = ol(%). 故 1(% 一 0) 存 在 ， 同 机 可 
证 (i). 订 明 完蛋， 
系 各 KZ) 汪 -二 如 数 ， 则 f(z + 0)=S8(x), f(x — 0)= 
= I(x). 
证 明 因 f(x 一 0) f(z) 之 f(x +0) 之 故 ， 葵 明 完 毕 。 
定理 2。 单调 画 数 f(x*) 的 不 连 蒜 点 成 一 可 列 点 集 ， 


0+ + * . 


证 明 设 X 是 f(x) 之 不 连 秆 点 , 则 必 有 正 整数 % 适 合 
f(z +0)— fz—0)>-. 
固定 ”, 适合 此 不 等 式 之 一 切 点 的 双 体 , 记 他 做 媚 , 那 未 和 集 了 五 。 
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是 J) 之 一 切 不 浊 灶 上 所 成 之 吕 集 ， 机 疏 进 们 贴 集 是 可 烈 , 伍 明 
右 一 -一 由 定 2 一 是 一 可 列 凸 集 好 了 。 

於 ,中 任 取 名 个 点 ,各 … ， 6。 (假如 如 ,是 一 有 限 点 集 ， 
那 末 厂 是 B 中 点 的 个 数 ) 且 让 

oh 
於 古 间 (6 Exp ) 中 到 一 点 Xi。 双 设 二 4，Xh 二 5 那 来 Xi-i 之 
<Ei< Ni, 
fa) — fm) > HG: + 0) — fo) > 二 


(i 一 1, 2， 四 者 ， KK). 


和 从 
fb) — fo) = DFRi) — fvi)} > 
Ee | 
> BD fs) 18i0)} > 
得 


k<n{f(b) — fla)} 
着 就 是 说 : En 中 点 的 个 数 小 於 %{1(0) 一 f(4)}。 由 礁 五。 是 一 
有 限 卡 集 , 所 以 和 和 集 Bi 是 一 可 烈 点 集 。 
和 企图 悍 疝 中 的 生 二 两 数 ， 决 不 会 有 和 无数 个 的 不 速 续 点 ,其 


oe :ee 0 0. 


定 六 站 效 上 之 并 集 , 衫 乱 入 形 明 集 ， 设 0 是 一 楼 形 开 集 , 则 
0 是 不 互相 重 全 的 天 区 赔 之 和 : 
O = >(ap, br). 
称 航 数 之 (bx 一 ax) 之 和 篇 0 之 ( 黎 ) 测 度 ,以 10| 表示 它 . 设计 是 
直 黎 上 之 莫 集 ,假如 有 测度 可 以 任意 小 的 开 集 包 个 省 时 ,种 庆 是 一 
零 集 ,其 齐 度 |MM| 等 从 0. 
几 可 列 点 集 必 人 篇 圭 集 .事实 上 , 设 及 = {ww4), wx 都 是 一 直 糕 


ae 
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十 的 串 ， 基 以 长 篇 2 下 的 中 区 半 (0x, Dr) 抑 营 Xx 时 ， 肤 篇 开 集 
0 = 之 (gps br) 所 蔓 ， 此 上 


[3 
101<2 夺 = 


e 可 以 很 小 , 故 愉 是 一 老 集 . 
可 列 无 限 个 零 集 加。 的 和 焦 M = MM ，; 是 一 零 集 .篇 什 魔 


”ee oo 


呢 ? 以 104| = (es 之 0) 之 开 集 04 掩 著 4 用 , 必 包含 於 开 集 。 
On=0 
之 中 , 因 10| 三 3 = 6 故 |MI = 0. 


定 议 设 忆 是 和 与 集 肾 中 的 点 有 关 的 一 个 性 质 ， 开 中 除 一 芍 
集中 的 点 而 外 ,了 在 并 的 其 他 各 顽 此 成 立 的 话 , 生 了 在 腑 上旬 平 

定理 3。 单调 画 数 炎 乎 处 处 具有 有 限 导 数 . 

谤 明 设 亿 x) 在 [4, 50] 是 一 增加 画 数 , 朗 请 明了 (x%) 在 [a, 05] 
中 夫 平 处 处 存 仁 ,这 个 定理 ,首先 由 勒 眉 格 ( 是 . Lebesgue) 於 他 的 
“积分 沦 ”(1904) 的 书 中 ， 在 (x%) 是 一 连 炉 函数 的 假设 下 蕉 明 的 ， 
此 地 的 改 明 , 依 质 着 

殊 斯 的 引 理 " 设 9(5) 是 [a, 中 十 所 宇 坟 的 速 夫 机 数 ， 针 锥 


§ 


® + 0 0 9 * « 


oz) 二 50 全 (1) 
过 秆 :的 盏 何 成 一 由 集 妃 .假如 巨 不 是 空 化, 出 必 基 一 肛 集 , 众 而 
B= (0, Op), (Ws Dk) (ay bp') = 0(k FE ). 
妆 态 攻 的 任何 (Gx Bx) 成 立 着 9(Q4) 之 9( Br). 
仆 如 五 不 是 空 集 , 那麽 如 一 定 是 一 个 此 集 : 事实 上 , 当 2%&B 
时 ,有 é& 福 足 (1); 因 此 ,从 g(x) 的 过 入 性 , 6 很 小 的 话 当 2 一 5 过 
<2 < 一 2 十 5 时, 不等式 9(2) < 之 9(§) 必 须 成 立 . 


1) F. Riesz, Acta Szeged 5(1932)208-—221. 
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设 G4 之 XY 之 bo。 对 雁 x,[X, bx] 中 必 有 最 近 雁 bx 的 点 凡 遂 

合 
9(2) 委 9(071)， 
我 们 菠 明 zi = b4, 假如 不 然 , 那 未 7 三 zw 之 bi:， 对 内, 有 如 下 
的 点 66: 
g(x1) 之 g(#). 
此 点 后 将 在 Bi 之 右 : Bi 过 全 。 因 bp 加, 故 g(1) 乏 9(6x); 而 
9(pDr) 义 小 於 9(X%1), 适 悦 一 来 , 迷 到 巴 盾 
g9(%1) 98) E90r) RIT). 
故 必 Xi = bp; 因此 , 9(2) 委 9(04). 今 全 一 0 就 得 到 9(or) 魏 
委 9(or)， 引 理性 曙 .现在 发明 定理 3. 事实 上 ,我们 只 要 全 明 
(1) D+f(x)< 十 co 和 (2) D+f(x) < D_f(z) 
在 (a,0) 中 燃 平 不 不 成 并 就 够 了 、 篇 什么 呢 ?” 我 们 将 (2) 应 用 於 单 
调 培 加 画 数 一 有 一 XY), 就 知道 
(3) 了 -fcz) 委 DZ) 

友 平 处 处 成 立 .和 从 (1),(2),(3) ,得 

D+i(x) < DA(z) DHT) < Df(r) < Dif(r) < 十 co 
所 以 Dif(2) = DA(w) = 了 -Hz) = DZ) = 六 (ww) 交 平 处 处 
成 立 . 

记 D+f(%) = 十 oo 的 x 所 成 之 点 集 篇 如 。， 要 人 妖刀。 是 一 需 
集 .。 访 D+f(z)>>c 的 一 切 x 所 成 之 集 篇 电 ., 则 PC BE., 席 EE。， 
则 必 有 如 下 的 6; 

er, 7) 一 HZ) ~ o. 
Ez 


写 9(2) = 和 亿 x%) 一 cx, 则 得 9(§) 汪 g(x%)。 由 是 B。 是 一 开 集 
(qi, 0:)。 应 用 歼 斯 的 引 理 ,就 得 到 f(bx) 一 cbx 之 不 ar) 一 cax， 
即 

c(b — Op) SFOD) — fur). 
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因此 c2(bx ~ ax) Ef(D) — far)) 70) fa)., 
所 以 
IB.| <|IB,| <HO~A) 
c 


今 一 co, 知 五 。 是 一 夫 集 . 
其 次 , 记 D+f(x) 一 忆 _HZ) 的 一 切 2 所 成 之 集 篇 用 ,对 礁 MM 
中 任何 一 点 >, 必 有 两 个 有 理 数 c 和 7 适合 
Dif(w) >r>e>Df(Y). 
固定 有 理 数 7 和 c, 注 是 上 式 的 一 切 >, 成 一 点 集 及, 司 明 Me- 是 
一 震 集 好 了 。 作画 数 0(z) = f( 一 %) 十 Cx, 点 7 属於 Mwy 的话 ， 
D-_-f(x)< 二 c。 因此 有 #§ 如 下 : 


EZx, 1 ~ 1(7) oo, 


化 

即 9( 一 2)< 过 g( 一 ,一 7 之 一 《. 因此 ,由 歼 斯 的 引 理 ，M。,， 
含 在 如 下 的 一 个 并 集 (ax, px) 中 

f(bi) — f(ar) < con — ar). (1) 
又 设 9(%) = f(%) 一 7?%, 车 4 是 (Gx, br)， 届 .中 的 一 点 , 上 则 必 有 
§ 适合 

XT<é, g(X) < gE), 
再 由 敢 斯 的 引 理 ,(Qz, bs)Mor 含 在 如 下 的 开 集 (art br ) 中 : 
i 


T(bkt 一 ae) f(b) — for). (2) 
从 (1) 和 (2) 得 到 7 12 过 过 人 之 C21|, 但 


| za| = DD) DOri—ar) ,7 一 全 ， 会 (fbrl) 一 Faki))， 
和 

[2 = 全 (bz 一 ,Pi= 人 和 (De) — Han)), 
四 i 


由 是 
(3) [3 < 二 ||. 


188 堵 区 散 去 


在 每 一 区 天 (ax bx) 中 ， 可 以 施行 上 面 的 状 葵 而 得 类 位 於 {3) 
的 车 末 .因此 形 。 被 包含 在 如 下 的 一 个 开 集 > 中 : 


|2| iD,l. 
7 


因此 | 过 (全) !|， 将 此 手 帮 棋 壬 进行 济 回 , 我 们 知道 Ms 
被 包 合 在 开 集 n+ 中 ， 

Sn -1 之 " Po 

Sm) < (E) EE 


由 於 三 之 1， 所 以 从 Mol 之 (<) | 怠 | 得 到 13%| = 0. 
7 和 


色 仆 韦 壬 画 数 ,定理 已 经 冲 维 ， 
关内 具有 不 过 秆 点 的 画 数 f(%), 我们 把 黎 洁 避 理 折 壮 成 如 下 
的 形式 后 ,来 应 用 它 好 了 . 
拓 广 的 黎 斯 引 理 设 在 开 区 更 (a,0) 中 概 供 值 9(2 土 0) 到 不 
存在 , 烛 且 oa 十 09) 各 942 一 0) 也 存在 , 那 末 党 
090) = max(g(zt + 0), g(% — 0)) 
在 4 三 * 安 0 中 到 处 成 立时 , g(x 十 0) 太 gl0r); 此 地 吾 = 


一 并 (和 bn) 是 到 斯 引 理 中 的 是 集 ， 
性 明 全 司仪 黎 斯 引 理 的 录 朋 .不必 重 述 . 
利用 拓 广 的 黎 斯 引 理 来 司 定 理 时 ,我们 不 妨 假发 
f(x) = f(2 + 0), 
因此 ftz) = max(f(z 十 0),f(zx 一 0)). 由 是 , 当 f(x) 具 有 不 连 
苇 点 时 一 一 不 连 转 点 成 一 可 烈 是 集 一 一 P(z) 玲 乎 处 不 存 在 的 登 
明 , 至 同 礁 f(x) 篇 连 秆 丙 数 时 的 采 朋 .定理 奸 果 . 
次 设 FLz) 的 定 闵 区 是 直线 上 之 一 点 集 戏 。 若 对 於 M 中 任何 
雨点 > 与 z', 天 傈 
(2 一 0) 一 六 0) > 
常 碾 立 . 称 fc 在 到 上 是 -- (请 册 二 训 . 没 11 之 上 界 篇 a 
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下 界 咎 Bfir) 在 是 集 [a.*] : M 上 之 上 界 需 srt) 一 SCGr) ， 则 在 
[ae,81 上 是 x 之 -增加 画 数 ， 所 以 5S'(x) 在 (a.B) 中 克 乎 不 十 存 
在 . 党 x€MM 时 ，5S(x) 等 稚 Hz) , 此 时 车 9 Cr) 存在 , 且 M 中 有 
点 列 x 收 煞 於 *， 则 
CD = lim LC = /0 

这 积 x 在 MM 中 灵 平 感 右 存在 , 帘 5 (x) 做 fu(*), 

定理 4 设 1(*) 基 在 线形 藉 集 M 上 之 出 加 页 数 ， 则 fi (x) 
鸡 平 万 虚 存 在 

调 扰 增加 南 数 的 级 数 , 有 如 下 的 重要 定理 : 

定理 5.? 在 区 间 a 二 x 蕊 5 中 , 裔 有 增加 节 数 f(x) ,zn 二 1， 

“能 使 笑 数 有 Cx) 十 (rx) 十 … 不 不 收 狠 ， 于 未 S(x) 二 Bf,(x) 


的 


Bil 
i 


S sx) = filx) + fC) + 

在 (a.6) 十 委 于 虚度 成立 、 
训 明 不妨 伐 敲 fi(a) = 户 (o) 一 … 一 0， 丑 

Sn(x) = f(x) fw) 

则 
Sx) — SCx), 

道 数 (x), 有 (Cx),-…; 5 (x) 除 一 才 集 BE 中 的 由 * 而 外 ,都 存在 . 
由 於 (x) 之 0， 上 所 以 当 xE8 时 ， 

Sn (2%) SE Soil) SS (x). 
内 是, 2f,(x) 友 于 处 不 政 钱 ,其 和 不 大 於 5 (x)， 由 於 甩 (x) 之 0， 
所 以 假如 我 们 证 得 


1) 济 时 富 泌 尼 的 定时 (G. Fubin;，1915), 
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ljim(S (2Z) 一 SC2)) 一 0 (7 6 五 )。 
那 末 就 得 到 Zf%(x) = S'(x), x 《BE. 
对 蕉 8, 取 ni 使 
S(b) 一 Sn(0) < 2 
由 於 SCz) 一 Sw(X) 是 x 的 单调 增加 画 数 ,所 以 


ElS(s) 一 Set(z) < EIS(D) — Sad) < D1 
1 


此 般 数 并 SC(z) 一 Sn.(7X)} 和 >fn(%) 具有 相同 的 性 质 ,所 以 级 数 
31S'(z) 一 S (2)} 

夫 平 处 丰收 合 . 因此 S%:(7) 一 S(z) 挫 平 不 不 收敛 评 0。 定 理 惟 

明 完 学 . 

5. 有 界 炙 差 之 夯 数 ”在 定义 匣 中 之 任何 点 ， 画 数值 都 是 有 限 
数 的 , 称 需 有 限 画 数 .。 发 1(2) 是 在 [4, bg 上 所 定义 之 一 有 限 酚 数 
於 [oa, 中 作 汪 个 分 娄 

= HT Tr = b. 
作 和 和 


V = Ve Vn) = SVNfrpn) — Fre). 
k=0 


假如 7 是 有 界 的 话 , 称 (7) 在 [a, 5] 篇 有 界 缕 差 . 若 疡 (z) 存 在 
且 篇 有 界 , 那 末 f(x) 一 定 是 有 界 炙 差 . 事实 上 , 当 | 六 (+)| 之 时 
上 面 的 


000 tn) = DFE (wen — Li) < KD — a). 
k=0 


一 般 言 之 ,假如 有 常数 K 对 於 [4, 5] 中 任何 十 点 z 积 * 带 合 
f(x) 一 Fe) SKI — 7 
的 话 , 称 f(x) 在 [a, 5] 满 足 李 普 雪 兹 人 条件 满足 比 条 件 的 A(x), 未 


1) 李 尊 者 兹 (R. Lipsehitz，1832 一 1903) 
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必 上 处 处 有 潮 数 ,但 是 V 之 K(5 一 a), f(z) 在 [a, 0] 篇 有 界 粮 差 . 
单调 有 界面 数 必 乱 有 界 多 差 ， 此 时 等 从 |j(0) -- Ka)|。 所 宣 
注意 的 是 ,有 界 权 差 之 画 数 未 必 是 一 连续 本 数 :例如 : 
/ 1 
f(z) = 1(0<¢<)) 


1 
=2 (<«< 1), 
央 在 [0.1] 中 ,VV(wy… Nr) 之 1, 故 fw) 在 [0.1] 篇 有 界 多 差 ， 但 
在 2 一 ;不 f(z) 有 一 不 连 炽 点 。 又 连 态 西数 ， 也 未 必 是 有 界 帮 
老 ; 例 如 
1(0) = 0,f(z) = msin 工 (0 < 三 )， 
化 A 


1 


了 k = 0， i, ,1 sy 
1 ian og ) 时 


则 避 zo = 0, ven = 二， 
六 (zw wo Wn) 等 认 


. 1 1 4 
加 十 i) 全 ， 
忆 ( 1 下 训 二 带 3+ 27— 2k 一 元 


2 
i 
n 


1 
> 


vy 二 0 


但 是 扩 z) 在 | 0, 2 | 蓄 无 不 这 续 点 . 


於 wpn) 一 ZE)(E = 0,1,…, 1%) 中 , 将 其 正 数 全 部 相 加 
得 和 了, 没有 正 数 时 , 忆 等 於 0; 又 设 其 中 一 切 负数 之 和 篇 一 和 N; 没 
有 负数 时 , N 篇 0， 由 是 

P>0,N>0,P— N= fb) — fa), 
Pi+N = vV(% Yo, Wn). 
当 ,i, za …，7n 多 动 了 时， 称 P, N, P 十 入 的 上 界 篇 了 之 正 入 
差 , 负 稳 差 ,至 钨 差 , 顺 次 杞 做 
pla,b}), na, b), ta, b). 


1 5 和 区 数 褒 


画 数 f{ 7 篇 常数 畦 ,此 : 二 数 东 篇 0. 其 逆 亦 鞭 ， 因 
Pa, DY <L ta, b), na, 6b) Sta. b), 


故 正 粮 基 与 久 潍 差 都 小 於 或 等 人 办公 色差 . 又 因 


Dla, D) + fa) = ng, 6) + 12). (1) 
故 正光 并 与 负 焰 闫 同时 篇 有 限 数 或 丽 者 都 篇 十 co. 由 
t(ag, 2) Ppa, D) FN(a, 40), (2) 


得 如 下 的 烙 果 : 正 多 莽 , 负 焰 蔗 ,他 钨 差 三 者 都 往 十 oo ,或 都 是 有 
限 数 .王者 都 是 有 限 数 时 , (YX) 在 [&, 8] 篇 有 界 锋 莽 ， 

定理 1， 荐 A(%) 在 [4,581 篇 有 界 色差 央 

t(a,6) = pla, 0) + nn(a, 0), 
证 明 ”由 (2) 侠 明 
tio,0) P70,0) + n(a, 0) (3) 
好 了 . tdb) SPTN=2pPp 一 (P 一 N). 然 下 一 六 等 锥 
fF0) 一 Fa) = 一 Do D) 一 Ho 0), 

茧 由 从 (1。 所 以 引 0t 之 22(0,D) 一 (2 D) 一 320 0)), 
由 是 得 (3)。 菠 有 明 完 学 . 

定理 2， 设 4<$<b-. 姑 Pp(4, 5b) 一 DaS) 十 De 0D). 

证 明 发 已 是 1 厅 中 之 一 正 数 和 和, Ps 是 [58,51 中 之 一 正 数 
舱 , 草 由 

P+ P< p(a,b) 
得 p(0,5) 十 P(E,5) 之 2p(0,90). 取 芷 篇 V0; -… wp+ri 中 之 一 
时 , 下 出 卫 二 Pp(g,$) 十 p(#,5), 得 
Da D) < Pa €) + P(E, 6). 

因 些 ,定理 成 立 。 

设 人 之 之 如 则 由 (1)， 

f(x) = [7(0) + p(a, x)] ~— n(a, 0)。 

由 定理 ?3，p(a, 2) 和 2%az7) 都 是 z 的 增加 画 效 ,所 以 有 界 秋 差 画 
数 是 两 个 坦 加 画 数 的 差 ; 实际 上 ,过 是 有 界 攀 分 渔 数 的 特 微 : 
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定理 3 ja ) 住 [q， 中 中 成 ， 有 轩 李 站 丰 要 信人 [a, 5b] 


ee 


fz) = pe) ?g(a). (1) 
我 们 从 (1) 遵 出 ti(a, b) 是 一 有 限 数 好 了 . 显然 地 从 (1) 得 
了 <2D) 一 2(0)， NI 去 VD) — wu). 
所 以 D(0 0) 过 9(0) 一 20) NG D) 委 VOD) 一 业 a)。 因 之 
t(a, 6) ob) + PP) — pa) -Ya). 
定理 恬 尝 ， 
条 在 定 理 3 的 情形 下 ,常委 z << 图 入 时. 
P(X) 一 202) SPF) 一 0(2)， 
0) 一 CO) EVR) ~ Yr). 
定理 4. 诛 间 Le 中 的 有 界 绝 差 的 数 jzZ) 在 点 2 = %o， 


“证 明 、 置 Vo(V) 二 (a) + pF), hot) = NL) My 
f(%) = PolF) — yor) (1) 
过 研 (7%) 的 常规 分 解 ， 车 zo 是 p(X) 与 n(x) 的 连 种 点 , 则 zz 亦 篇 
go( 2) 与 (2) 的 巡 粮 点 ， 因 之 f(z) 在 wo 晨 过 转 的 . 
若是 了 之 一 不 连 芒 点 , 那 末 四 个 极限 值 
p(Xo t+ 0) 一 2(7o)，M2(zo 十 0) — n(xo), (2) 
D(X0o) 一 2(2o — 0), (Ko0) 一 Tu 一 0)， (3) 
不 能 部 等 於 0， 但 是 我 们 将 及 (2) 的 两 数 中 之 小 者 篇 0， (3) 的 十 
数 中 的 小 者 ! 羡 仿 0， 先 请 h = 0， 作 责 数 
XX)=0 (tr v0) 
=h (ro). 
作 增 加 画 数 p(X) = go(X) 一 xX(2%) 积 (XX) = 加 (X) 一 x(2), 则 
由 (1) 得 1X) = (3) 一 (XY)， 若 名 泛 0, 基 
oO PIU) = polb) Cm— Po hk 
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pb) 一 pol) = P(E,b), 

此 抠 定 理 3 的 系 不 祖 容 , 故 慰 = 0. 同样 可 葵 / = 0。 等 式 

[f(x 士 0)— F272)| = jGo(% + 0) 十 bo(2 十 0) 一 9o(2) 十 wo(2)| 
在 [&, 91 中 不 不成立. 在 % = 如。 由於 玉 一 了 = 0, 所 以 上 式 可 以 
写成 

[f(x 士 0) 一 大 02) 一 |9o(2 + 0)— P(E) tiv( 2 士 0) 一 Yo(2p) 

(4 和 2 委 D). 
证 明 完 星 。 
系 有 界 风 差 丽 数 之 个 过 灶 加 的 全 体 蚌 可 列 的 


es No oe eo 0 oo eo no os。 oo ¢* se «。 


: 8 二 2 F(z)g(z)，(ii) If(z)|, 
(iv) F(z) 与 9(zx) 的 最 天 值 画 数 与 最 小 值 画 数 ， 


ae 


(Vv) 1 0) 与 /zz 一 0)， 


(vi) prs 但 设 |Tz) 放 < 盖 0， 6 是 常数 . 


性 明 性 旨 9 的 常规 分 解 篇 f = Pi 一心 9 = 二 2 -- 册 ; 那 
末 和 从 

f+9= (Pp pa) — (Wi gs), 
知 f 十 9 篇 有 界 稳 差 . 又 由 f 一 g = 一 了 十 (一 9), 故 f 一 9 也 是 
有 界 释 差 , 双 和 从 

19 = (9 十 Wb) — (Pbs + Wid) 
知 fg 是 有 界 炮 其. 从 不 等 式 

1 2 — [FOZ)N < |F(2) — fe')|, 

yp Ws Wn) SV (Rs An) 


知 {A(XZ)| 是 有 界 释 差 . 了 与 g 的 最 大 值 攻 数 与 壤 小 值 画 数 是 
> {f(z) + owt) + |f(2) 一 和 2 
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{f(z) + g(z) — IFC) 一 9002) 上 
能 () 负 ( 汪 ), 知 省 过 两面 娄 各 是 有 办 提 关 丸和 


1 1 
Fx) 一 天 到) |Fz) ~— fF(%')|, 


.得 


1 
D(X 9 Xn) < 一 一 7 VID ""*y Xn), 


所 以 元 柯 也 是 有 者 网 差 ， 最 后 , 2:(Z 士 0) 器 内 (% 土 0) 都 存 


在 ,所 以 
f(x+0) = 9%+ 0) hr + 0). 
因 wz 土 0) 更 山 (z 土 0) 都 是 单调 增加 ,所 以 f(z 土 0) 是 有 界 炮 
差 。 定理 全 时 . 
单调 画 数 炎 平 处 不 可 以 微分 ,由 是 杂 得 下 光 定 理 的 前 生 : 
定理 6。 有 界 多 差 之 图 数 1 人 7)(a 委 2 过 5) 兹 乎 刹 处 可 以 微 
分 , 菲 且 成 立 着 等 式 | 有 (x)| = T(z), 但 T(x) = to, 2) 是 f(z) 


要 促 定 理 的 后 后 ,我 们 作 如 下 的 分 点 : Qo= Xo 过 … 过 wn=0， 


7T(D) 一 fw 一 Hm) < 二 


双 作 如 下 的 画 数 六 C(x): 党 f(x) > fw) 时, 设 cp ;Cx 是 个 
常数 ,当头 zx) 之 f(z-1) 尘 ， 
fn(2) = f(T) tt Ck Vet LA Vr; 

f(zr) fvE1) 的 语 ,，fn(%) = 一 f(%) + Ck, We ST WA Wy. 

定 fn(@) = 0.。 当 (大 (2z) — F(Xpa)) (F(Xrt) — F(Xp)) 0 
了 村 ,cx 十 czH 一 2f (2)。， 由 是 

[f (Wx) — fF (wp)| = fn (Wr) — fnl Xr-1), 

因此 ， 


196 宴 河 数 论 


nn 


DD fe) - Frei)! = f(b), Th) ~ fh) <. 


k=1 
另 一 方面 : 我 们 能 如 T(%) 一 fn(%) 是 一 增加 画 数 : 就 是 膏 ， 常 
2Z<< 时 ， 
T(E) — T(x) fn(€) — fn( 1), 
党 % 和 # 属於 同一 区 总 [Xx Xx] 蛙 ， 此 不 等 式 从 了 (§€) 一 T(%) 
宇 |1($) 一 AY)| 江 即 明白 。 否 基 的 新 ,， XY 之 X 之 呈 之 Xp 之 站. 
因此 , ZE) 一 T(x) 等 於 
(T(E)—T(Rp))) + TH) TKR)) + TT(#))F 
> |f(8)— fF) 十 十 |A2x) — fr)| 11) — fz)|. 
外 府 增加 画 数 T(x) 一 fr(2) 篇 项 的 级 数 [T(x) 一 fa(%)] 
县 有 优越 级 数 >2-"、 它 是 一 个 匀 化 的 级 数 , 由 诗 蚀 尼 的 定理 ， 
lim{T’(2) ~— f(x)] = 0 


交 平 处 处 成 立 ， 由 定 闵 ,所 (2?) = 土 (2) 凤 平 到 不成立， 由 从 
T(z) 汪 0, 所 以 T(z) = |j(z)| 炎 平 到 处 成 立 ， 定理 蕉 蛙 . 
篇 了 要 进一步 探讨 有 界 炙 莽 丽 数 的 性 里 ， 我 们 引入 跳 距 丽 数 


的 概念 区间 (c, 2) 上 的 跳 喇 醒 数 S(z) 是 由 如 下 的 级 数 >) fn(x) 
1 


所 表示 的 和 。 说 4 之 Xr 之 5，Zun 和 了 zz。 是 南 个 起 对 收 化 胃 
数 ， 当 XY 之 时, fn(X) = 07 盖 2zr 妓 ， 廊 (Z) = tr 十 Vn; 而 
fn( Kn) = Wn. 由 是 


S(z) = 全 ut 人 Do， 


EP gn<w 

称 2 zo … 篇 S(X) 的 跳 距 点 .在 2 和 ?2%* 部 是 正 数 或 是 0 的 
情况 ,一 切 fn(7) 都 是 2 的 音调 增加 画 数 , 除 X=X% 而 外 ;7(z) = 一 0， 
大 由 富强 尼 的 定理 , S'(2) 交 平 到 处 等 耸 0. 

对 於 Un 三 0, Yn 二 0 的 一 般 情 况 ,同样 的 事情 S(%) = 0 也 
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成 立 ， 实际 上 我 们 能 六 如 下 的 
引 1 理 1. 原 册 aa 和 2<<"b 下 0) i 


站 
8 
ee 


0 a ek te 0) 
{min(wn, 0)}, {min(v, 0))} 
需 忠 中 数列 ， 
里 避 = (wx| 十 |vx|)。 我们 首先 做 朋 S4z ) 的 至 糙 差 T(D) 
等 於 口 . 对 讼 e 盖 0, 了 到 半 使 


SC -+ lv >U—e. 
1 


划分 区 间 [a, 0] 篇 若干 小 区 间 , 使 其 每 一 个 于 的 小 克基 a 之 x 之 B 
中 只 含有 Tis Nos TM 中 一 个 吕 , 惧 上 且 以 种 一 点 做 [La, Bj 的 一 端 . 
设 7 达 MM,a < zx， 则 

1S(z) 一 Sol= lw + Dut 和 vl> 


TT dr 


> 


Grrr QTnery 
由 雁 区 图 a 过 二 ww: 中 不 含有 除 vr 而 外 的 ,Xo,… wx 中 任何 
点 ,所 以 通 合 
a Xn 
的 色 必 大 礁 内 同样， 对 谍 全 x 二 的 小 区 向， 蕊 立交 


1S(B) 一 SGzD)1 = BD mt Dtv > 
wr<mn<B 和 < 
> (DE ht D1), 
rr<rn<B ZriincB 


其 中 的 区 一 并 .因此 
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24 
人 1S(B) — So)| > Bw, v,) 一 
r= 


— Siun| + ||) >U — 26, 


A 十 1 
另 一 方面 ,由 S(Y) 的 表示 式 , 某 於 任 何 分 点 组 ,所 对 应 的 和 决 不 超 
遇 U， 所 以 S(X) 的 全 多 差 等 於 U = T(5). 以 x 代 05, 即 得 T(x) 
的 表示 式 : 


Tn TAT 
因此 
2p(x) = T(x) + S(x) = 


= DS ju,) + 之 [lo 十 之 和 二 之 m 一 


Ej KA Tx 
= 2 max(0 ,ns) 十 2 人， max(wn ,0), 
XX Xn 
2n{(2%) = T(x%) — S(x%) = 
一 2 人、 min(0, wn) 十 2 DS) minio, vn)., 


Xi NTH 人 CW 
定理 长兴 . 
引 理 2 设 S(%) 是 [ "上 之 一 跳 中 本 数 ， 和 有 和 人 ， 


> 


S(%n) 一 (Zn 一 0) = Wns S(wn + 0) — S(Xn) = Vn, 
R=1,2,.…. 
还 是 可 以 利用 上 面 “ 小 区 并 法 ”来 倒 明 的 : 在 (a, x;) 类 型 的 小 
匠 闻 上 ,我们 有 不 等 式 


1SCzr) 一 S(a) 一 wr| << es。 
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将 > 得 到 St St 0 一 | < 7 一 2， 
”由 是 


S(wr) — S(X, 一 0) = u, 

对 从 一 切 7 都 成 立 。 同 样 可 以 建立 S(zr 十 0) 一 S(xr) = 21:, 苯 
有 明 完 时 

在 过 些 引 理 的 基础 上 ,我 们 要 建立 下 面 的 

定理 7。 有 界 妇 差 的 丙 数 (x) 是 一 连 种 而 数 9(z) 与 一 跳 中 
西数 3(z) 之 和 一 一 9(2) 可 以 需 0，S(z) 也 可 以 篇 0， 

事实 上 , /2z) 的 不 连续 点 zw 的 全 体 成 一 可 烈 点 集 {2a}。 候 

Un = f(TXn) — frn — 0), Va 一 Fr 十 0) — f(rn). 

ee {wn} 和 和 {2x} 篇 跳 中 数列 , 作 跳 中 机 数 S(x) 一 一 

於 Sun 和 Yov 都 是 绝对 收敛 级 数 . 里 9g(z) = f(z) 一 S(x), 就 
过 到 十 天 的 向 四 

过 假如 xX) = 9(x) 十 S(2) 是 一 单调 增加 的 画 数 。 那 末 
9(%) 和 和 S(2) 也 都 是 单调 增加 的 画 数 . 

事实 上 , 此 时 wx 守 0, Vx 写 0; 所 以 SOz) 是 一 哩 调 培 加 的 画 
数 ， 当 2 关 Xn( 二 1,2,… ) 肝 ， 

g(xz++0)— g(r)= fr +0)—f%)>0. 

假如 2 = zw 那 末 g(xwn 十 0) 一 9(zn) = 0. 

6. 半数 的 一 般 性 质 ” 设 f(x) 是 实 插 数 x 的 实 画 数 . 在 一 点 2， 
它 有 四 侦 极 值 遵 数 : D+f(2), …，D-_f(x); 称 其 中 两 个 后 数 在 司 
一 方 的 一 一 例如 D11(z%) 和 D+f(X*) 一 一 篇 同 侧 的 两 个 半数 ， 而 称 
不 在 同一 方 的 两 个 半数 一 一 例如 D+f(x) 和 D-f(X) 一 一 入 办 便 的 
两 个 亲人 数 . eh 到 位 过 上面 的 
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证 明 ”事实 上， 我 们 只 要 苹 朋 定理 的 后 盾 怠 够 了 .例如 发 
D+f(z) 和 和 D4f(%) 部 是 有 限 数 . 央 当 2 五 时 . 由 定理 的 后 牢 , 成 
立 着 


D+f(x) = 也 -AZ)，DrFZ) = D_f(x); 
Drfz) = D-H), Df(x) = 站 -六 2)。 
因此 F(z) 存 在. 
假如 我 们 能 : 除 一 零 集 而 外 , 沼 D-1(%) > 一 oo 蛙 , 成 并 着 
D_f(x) = D+f(%) < (1) 
那 示 定理 就 因此 妖 明 完 办 ， 其 实 ， 对 于 画 数 一 f(x%), 1( 一 %)， 
一 f( 一) 而 膏 ,和 从 D-f(%) 之 十 co, Do) > 一 co，D+Z)X 
< 十 co 分别 得 到 
D-f(X) = Dif(%), DO) = Df), 
D+f(x) = D_f(X). 
设 f(x) 的 定义 区 是 (4,0). (4,0) 中 D_f(x) 汪 一 o0 的 7 之 全 
体 篇 &, 设 7 是 (a, 5) 中 的 一 个 有 理 数 , 当 <Y<z 蛙 , 能 使 不 等 式 
f(z) Ix) 一 一 


3 一 多 


成 立 的 z 之 全 体 需 忆 。， 那 末 仿 ) 访 ) B+ 含有 有 台 。 因 此 苯 明 


n=0 acreb 
及 ,Er 是 一 零 集 就 好 了 ， 
其 实 ,我 们 只 要 全 明 |Bw| = 0; 这 是 因 篇 对 办 两 数 
f(x 二 7) 十 721 
的 Bw 就 是 对 亦 1(X) 的 Br,7. 设 zi 和 都 属於 Bw 之 %X2; 那 
末 和 从 
1(21) — f(x) >0 


Xi 一 Ya2 


得 x1) 之 了 zo)。 所 以 有 (2) 在 Ew 上 是 一 音译 增加 阔 数 ,因此 
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Eco yx mp! gE 
x Eoo 
2 boo 


在 Ew 中 总 平 不 处 成 并 .现在 假设 XZ《 Ew, fl 3X) 存 在 ,是 设 * 是 
Bw 之 一 全 蜜 站 ,就 是 说 , 当 含 有 2 的 区 间 v 收敛 於 z 时 ,极限 
7 
1 7 
此 地 17j 表示 了 的 长 , 用 表示 包含 对 的 开 集 O 的 测度 10| 的 下 
界 , 昨 做 M 的 外 测度 ， 
设 X《 En, én 过 7Y, 
D_Fz) = lim 大 Sn) of 


En>T En 一 化 


锥 的 左 方 取 一 点 va 使 《a《 Bo 和 一 名 -0 , 那 未 从 


lim = 1, 


FE) — f(z) ye —f1(%) _ 


6 一 En 一 2 
ga 一 人 Fa 一 大 2) 
En 一 Ya 一 化 


得 到 Df(x) 之 75w(X)。 辐 样 可 广 fp,(X) 二 了 HZz)。 但 是 从 
fw(2) 的 定义 ,不 能 不 有 
D-f(x) for) < D+tf(2), 

所 以 必须 D-_-1(x) = fp,(X) = D+/(xw)。 利己 一 水， 我们 只 要 杂 
朋 Ew 中 的 非 他 窗 点 成 一 等 集 就 好 了 。 各 是 密度 定理 的 一 个 直接 

密度 定理 ( 勒 具 格 )， 楼 性 点 集 必 中 的 一 切 点 ， 闪 平 点 点 是 以 
的 邓 密 时 

证 明 起 Mclop,a<2z<)， 所 要 形 四 的 起 西数 ) 一 
= 0100 0) 的 半数 了 (x) 到 平 到 处 存在 而 等 从 1。 设 On 是 售 有 衣 
之 一 开 集 ， 
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OO, — M 一 二， On 之 OH; 


旭 10,| -一 五. 设 fan(%) = 0n(4, 2) 则 忌 增 加 融 数 篇 项 的 级 数 


(jez) — F(x)) 

是 收 伍 的。 从 富 员 尼 的 定理 ,知道 六 (2) 一 六 zz) 一 0. 但 是 记 (2) 
内 平 卡 不 等 於 1, 所 以 了 (x) 友 平 处 处 等 伶 1。 僚 明 完 星 . 

洲 数 定理 也 可 争 带 篇 如 下 的 形式 . 

对 众 (&, 5) 上 的 任 一 有 限 画 数 1(z) 的 昼 数 , 必 有 一 个 辟 集 (或 

一 空 集 ) 五 ， 当 xE 且 时 ,下 述 三 种 情况 必 居 其 一 : 

(一 ) 了 (zx) 存 在. 

(二 ) ” 黑 侧 的 十 个 尊 数 等 伶 同一 有 限 数 ; 沙 有 两 个 刁 侧 的 齐 
数 , 一 :个 是 十 co ,一 个 是 一 ce. 

(二 ) 十 个 上 闭 数 都 等 秦 + co， 雨 个 下 注 数 都 等 内 一 co. 

党 flz) 具 有 违 续 性 的 时 候 , 薄 个 定理 首先 由 当日 无 建立 的 ， 
G.C. 惕 格 立 旭 把 速 炉 性 除去 ?, 但 是 她 还 假 屋 1(2) 是 一 可 测 画 数 
(可 测 画 数 的 意义 , 下 面 有 妖 粗 的 遂 明 )。 -上面 的 漠 数 定理 ,是 由 沙 
克 思 首先 玖 明 的 ?， 

单调 醒 数 之 失 平 处 应 可 以 微分 ,容易 从 天 个 定理 明白 : 设 f(z) 
是 一 日 调 增 加 的 责 数 , 则 由 

f(x 十 包 -f(z) 、>0， 


知 Daf(z) 之 一 co。 闪 此 (二 ) 熏 (三 ) 都 不 会 实现 ， 所 以 了 (zx) 多 
乎 七 不 在 在 ， 
系 ”假如 f(x) 在 它 的 定义 区 [a, 5] 上 , 灌 足 字 普 雪 兹 人 条件, 那 


ae 


1) 当 HCA. Denjoy),( 法 二 ) 数 学 期 刊 , CJourn. de Math.) (7 1 (1915) 
105——240, 

2) 档 二 (GC. Young), 偷 就 数学 会 就 (Proce. Lonuioz Math. Suc.)(2) 15 
11916)360-—284, 

3) 沙 克 思 (S，Saks)， 数 学 基础 (Fund，Math.) 5 (1924) 98 一 104， 
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末了 x) 在 [a,0] 中 风 平 开 麻 存在 . 
注 旦 ”本 定理 不 能 更 事 简化 :过 就 是 膏 ,( 一 )( 二 )( 三 ) 二 种 情 
形 不 可 以 省 去 一 条. 
(一 ) 之 不 可 以 省 去 ,明显 得 很 。 
(二 ) 之 不 可 赂 ,举例 如 下 : 设 z 篇 无 理 数 时 , 12 ) 等 让 22, 当 了 坊 


有 百 数 早 ，1(x) 等 从 2%， 闭 末 党 篇 无 理 数 蛙 ， 


22 ”一 2X 


= 2 = 2 (x! 篇 钨 理 数 ) 
fx) ~— fz) 
一 7 |-=- 扣 二 2 1l1_3 (vw' 坟 有 理 数 ) 
TC 到 v 2 2 名 一 多 
故 若 2 是 一 正 无 理 数 , 草 
D+f(x) = 了 -FrC) = 2, Dif(%) = 一 co ,DO) = 十 co; 
又 车 2% 是 一 和 旬 然 理 数 , 刚 
D-f(z) = D+f(z) = 2, Df(z) = ~ oo. D+f(z) = 二 oo， 
同样 可 庆 党 z 是 一 正 有 理 数 时 ， 
D-Kz) = DZz) = 3, Df) = 一 co DZ) = 十 ooi 


车 x 是 一 负 有 理 数 , 划 
D+f(x) = Df = 3, Dif(z) = — 00, D+f(z) = +eco， 


(三 ) 也 不 可 以 省 去 , 例如 2 篇 无 理 数 上 蛙 , f(X) 等 从 1; 2 是 一 分 母 
篇 27(m 二 1, 2,…) 之 有 理 数 时 (4) 等 礁 2, 在 其 他 之 有 理 数 z， 
六 XY) 等 於 0, 那 末 , 当 2 篇 抱 理 数 时 . 

Hx)—f2) 1 


rs 二 Hx 
放 Dtf(z) = 二 co，D#f(z) = 一 co, 因 有 理 点 是 可 列 的 ， 所 以 
(三 ) 苞 平 处 克成 立 . 
7. 连 千 画 数 与 微分 “” 画 数 Kz ) 在 点 xz 具有 和 有限 革 数 户 (z) 的 
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,人 是 4 f(z) 之 尝 续 革 . 说 得 更 涪 直 由 : 
定理 1。 当 X= 2 时 ,车 一 co 天 PDafz) 委 DZ)<oo， 
则 必用 xzo) = 六 xzo 土 0)。 
鳃 明 设 Xn 之 wo, Xn -> 7o 划 
f(wn) — . 一 大 zo) -一 


D+f(Xo) = lim < 
4 一 了 


<< lim ft) 一 天 2o) < Drpe,). 
Xn 一 No 
车 D+tf(zo) 粤 D+tf(xo) 都 是 有 限 数 , 则 当 % 蔡 大 上 蛙 ， 
(2 一 XI)CD+f (zo) — 1) f(r) — f%) SA 
(vn CO— Vo) (D+f( Xo) + 1). 
故 必 (Xn) 一 了 (XZ)， 由 是 20) = (7 十 0) 辐 样 可 其 
— oD f(s) < Df(%) < oo 
含有 fw) = f(%, 一 0)。 定理 司 果 . 
此 定理 之 道 , 未 必 成 立 。 例 如 1(z) = lz 是 一 连 粮 画 数 ， 
但 是 
D+f(0) = + oo0. D-f(0) = 一 co. 
遵 数 放 (xX) 三 0 时 , jzZ) 是 一 常数 ， 此 粘 果 可 拓 广 如 下 : 
定理 2 在 [a,51 中 之 连 种 画 数 九 z)， 假如 除 一 可 列 点 集 玉 


ee 


蛤 明 假如 Fo 不 是 常数 | 那 末 [a， 四 中 必 有 c a 下 : 
fc) f(a). 
分设 He) 一 拓 6) p>0 取 正 数 4 二, 交 让 让 数 汪 小 的 2 二 人 


作画 数 
PX) = fF2) — f(a) — EK(Y 一 4)。 
因 9(4) = 0, 9p(c) =p 一 kK(c 一 4) 之 Pp 一 (7--4) = 9, 故 区 间 
(a, c) 中 有 二 通 会 
2(05) 一 4. 
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设 此 多 之 .1 掉 短 去 SO 二 Euo( 开 ) ， 天 未 Drg(e) ~ = 0, 因 之 
Drf(é0) > ,Eo€ M. 


车 必 天 态 0 扫 忆捷 二， 则 名 () 不 等 於 名 (5)， 过 是 因 乱 从 
PEAE)) 一 4 一 0(Eo( 有 )) 归 SC) 一 ED) 
得 并 = 必 之 故 ， 正 数 天 在 区 间 (0, 0 二) 中 是 任意 的 ,由 是 而 得 


之 E(8) 背 属於 虹 , 那 未 责 不 是 可 列 点 集 了 。 所 以 决 钴 上 述 之 c， 
帮 2) 必 篇 常数 ， 定 理 竹 时 。 

内 Dif(z) = — D+( 一 天 2) 故 定理 中 之 条件 D+f(X%) = 0 
可 用 D+rf(z) = 0 来 代 。 沙 以 一 和 代 2 划 右 万 之 导数 Drf(x)， 
D+j 帮 2 ) 可 易 以 左 方 之 半数 忆 _Az) 盟 厂 -fxz). 击 是 得 千 果 如 下 : 

系 玫 (2) 是 在 La; 5] 中 之 一 于 籽 本 数 人 Dif(z) 中 


ee 


9 


束 熏 丽 烤 可 全 省 
定理 3. 玻 0<a<l, 取 奇 数 8 大 於 一 一 十 一 一 zj (1:—%, 
f(x) = Blan cos (bnrz) 


钵 明 ”以 连 炽 而 数 坊 项 的 级 数 ar cos(b*xz) 与 敏 秦 f(z)， 
所 以 f(z) 是 一 连 秆 画 数 .现在 末 明 没有 一 点 x, 使 f(z) 存 在 .由 
礁 f 一 2) = fz), f(2) = f(0), 所 以 fw + 3) 三 f(x)., 只 要 
x > 0, 就 有 了 唯一 的 整数 C 适合 
1 网 1 
Cr— sb 2< Cn 十 5 


置 zn = bn(C, 一 下) Zn = b-” ( Cs 十 2), 则 轩 


* 演 是 到 也 斯 服 拉 姑 的 例子 ， 
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0 2 mo, 0 之 wi 本 < DT 
故 刀 一 020 圈 太 xz， ff) 出 
一 次 


(Tm -~ Tn)f( Lm, in) = Sm 十 Om. 
此 地 


Lr 
En = > ar(Cos branvm 一 COS bnxh), 
m=0 
oo 
Sm = 和， Qn( COS brntm 一 COS Derrml ) 
=n 


当 %h= m 十 7, 7 宇 0 上 肝 ， Cos brxzm = cog bax(Cn 一 1)= 
一 一 (一 1)c，cos bar2 一 0, 所 以 


Sm = "De — 1 = Co De™ 


1l—a 


对 於 >w 中 的 项 ， 惠 用 不 等 式 |cos x 一 cos y; 之 1x 一 y|, 得 着 
| zw" | 过 b3 (Lm— mA P= Xn) (Ab™—1)(ab—1)-. 


n=0 


因 ob 一 1>>3 T(] CO— 0), wh, 一 wm 一 3b-m, 帮 得 


(CO— 1)C"2(0b)™ 0 2(a0)™ 一 2 
3(1 一 0o) 3(1 — a) 


x 1 [2 a 
中 |9| 之 所 .一 二 之 1. 同样 ， 置 


F(Xm, Tm) = ， (1) 


—m _1 1 -- —m 
E， 一 (co。 2 的 b-m(Cw + 1) 
时 ,得 到 | 
1 


fm 6%) = 3 {—(ab)™(—1)Cm+Aab)™— 1}, (2) 


其 中 13a 一 < 一 1 
痢 整 数列 1Cw! 中 含有 扰 数 个 的 侦 数 ,上 则 由 (1) 朋 (2)， 
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lim f(x, Za) = + oo, limf(én,é,) 一 一 oo。 
假如 {Ca} 中 合 有 和 无 数 个 的 奇数 , 那 未 ， 
lim f(xn, zh) = — co0, lim f(é&,,é%,) = 十 co。 


但 是 假如 广 (x) 存 在 的 话 , 这 种 现象 决 不 便 发 生 . 一 般 地 襄 : 
定理 4.、 遵 数 六 (7%) 存在 的 充 要 人 条 件 是 二 重 极 限 


lim f(*)— 1(2”) 


TAIT TT XO—w THT TE 


的 存在 ,其 中 信之 2 之 2 
事实 上 , 两 正 数 人 二 名 与 一 各 ;之 和 等 认 1, 玫 由 


fe ao) = Ho) fv) + fe) 1H) - 
Xx 
= f(2", 2) 二 + fz, wt ) ? i 
得 
min(f(w”, x), f(x, 2)) fF, x ) max(f(%”, x), f(x, 2')). 
当 六 (x) 存 在 了 时, 丙 端 的 榴 限 都 等 於 (7X), 因 此 .上 述 之 二 重 权限 存 
在 ,其 值 篇 六 (XY). 反 通 来 说 , 若 上 述 之 二 重 极 限 存在 ,其 值 篇 4 则 


lim lim jz x”) 揭 lim lim f(x', x ) 


都 存在 ,都 等 零 !。 换 句 话 襄 : 
fi(72) = f(7)=1. 
所 以 了 (%) = 4. 恰 明 完 星 . 
当天 (X) 之 0 时 ,1(%) 是 一 增加 画 数 ,此 辕 果 可 酉 广 如 下 : 
定理 5。 设 让 9) 大寿 [0 0] 中 心 一 如 各 图 数 ， 着 < 


+. 


证 明 假如 人 2X) 不 是 增加 而 数 ， 出 (&, 0) 让 必 有 如 下 的 二 由 


人 0: 
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Xr, fx) > fx"). 
设 f(X) 一 fx”) 二 2,0< 过 gdg 二 p,0< 之 k(x” 一 2) 之 pp 一 4 者 
P(X) = fF(72') — F(X) — kK(z — %'), 
则 G(r) = 一 0 ) 一 2 一 1 m7) > -pq)= 4d, 
所 以 (x', xz) 中 必 有 2 使 8(x%)=9， 令 设 此 种 2 的 .上 界 篇 =é&(E)， 
那 示 202) 等 外 0， 
EF PE >>0( < é + hoa). 


由 是 Dig(6) 之 0 Dyin 一 太 因 之 $(k) 仿 日 之 一 点 ,然而 
可 以 在 区 间 (0, 访 一 4) 中 任意 甸 支 , 相 办 之 k, 对 膝 从 不 同 的 点 


$(k)， 碧 末 巨 必 篇 一 不 可 列 点 集 ， 此 奥 假 设 不 相 容 , 故 f(z) 是 一 
增加 而 数 , 埠 明 完 黑 . 
和 柔 1 定理 5 中 的 条 件 D'fCx) >0, 可 用 D-f(x) 之 0 来 代 . 
系 2 设 f(z) 是 在 [4, 5] 上 的 迷 各 娄 . 车 D+f(z) (或 


1， 则 
1< 1K") = A¥) < 4o<<z ob). 


笨 明 置 9(2) = /(z) 一 Miz， 划 D+F(z) 一 1 >> 0, 所 以 g(z) 
是 一 增加 画 数 .由 是 得 9(2') 守 9(2), 即 1(2 一 2) 魏 大 w) 一 
一 Ax). 同样 从 丽 数 

: f(x)— A 

的 音调 减少 性 ,得 着 (2) ~ f(z) < 4(z' 一 z)， 苯 明 完 星 . 

条 3 在 条 2 的 假 识 下 ,4 等 伶 f(z 7) = 5) 一 碎 2) 的 

上 界 , 4 等 失 F(z,2') 的 下 界 ， 
笨 明 设 太 x,z ) 的 上 界 ,下 界 乱 L,1， 由 条 2 
1<l<LZA, 
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更 狂 明 了 全 4.7 芝 1 当 4 篇 一 2 有 时， 优待 王 明 . 着 4 之 oo， 
期 圣 公 ?< 4 必 有 2 使 DZ) 全 0。 因 之 有 ?2 适合 Xx’,x) 之 
盖 D， 由 是 上 之 p,L 之 4. 同样 可 划 / 委 4. 改 明 完毕 ， 

定理 6。 连 粹 贺 数 fx) 之 一 标 值 游 画 数 一 一 例如 D+f(X) 


一 一 在 点 zm 是 连 芒 的 医 ,导数 户 (zo) 必 存 在 ， 
证 明 设 D*fA(XY) 在 区 阅 (zo 一 6, zo 十 5) 中 上 界 呈 下界 是 4 
与 4e。 和 从 定理 5 的 系 2. 
is Hv, 2) Ar ECHLL ot 6). 
所 以 ho 过 D(z) 之 hs 分 5 一 0, 央 得 D+f(x0=lim 4s= lim % 


由 是 


Df(%) = D-f(%0) = 也 -Foxzo) = 大 Toxzo)。 

惟有 明 完 蛙 . 

定理 7。 设 亲 征 阔 数 1(7%) 在 (a， 50) 中 具有 六 两 数 让 (2). 车 
ov 在 六 (2 ) 与 三 7 ) 闻 任何 数 "都 是 (2) 之 
值 , 群 言 之 ,(2 ， 7 ) 中 有 占 沉 全 1 一 C。 

证 明 裔 亡 (2 ) Fe"). 置 p(X) = f(x) 一 cXK。 则 

2 (2 一 万) 一 <092020) = f(r")— ce>0, 
设 4(2Z) 在 (2 2 ) 中 ,在 是 二 取 最 大 值 , 则 2(5) = 0， 所 以 户 (E) 
等 於 c. 定理 攻 举 ， 


例 惟 Fz) = 各 sin 二 (z 天 9)， f(0) = 0, 则 f(x) 旋风 


存在 .在 x = 0, f(z) 只 有 一 不 违 态 点 , 伏 了 (2) 在 区 间 (0, 三 ) 中 
,的 一 要 
定理 8， 若 1(z) 是 一 连 炽 丽 数 , 则 其 导 面 数 D#/(x) 之 内角 
次 不 超过 2， 
独 明 设 六 4 之 定 闵 芭 是 [4, 0]。 篇 便 乔 计 , 假 届 
Hz) = fa) (ra), fr) = for> DD)., 
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发 交 是 一 正 整数 , 当 0 过 h << 一 时 ， 元 之 画 数 


f(z 十 ) _ Fa =g(h) 


之 上 界 篇 入 (5), 屠 末 各 (中 一 D+f(zw) (> co)。 改 区间 (0, 二 ) 


中 一 切 有 理 数 篇 7, 7 …， 壮 
PT,) 一 902) Max(gi (2%), ga 2), 1 Gm( XT)) = Gm(s), 
则 Gm(z ) 都 是 7X 的 连 灶 画 数 . 由 
lim Gm(£) = Xn(r), lim xn(T) = D+f(x), 


知 Drfoz) 之 障 级 不 过 2。 司 明 完 里. 

3, 偏 微 分 设 7%1,% 个 楼 数 的 画 数 (7,…, zx) 的 许多 性 
扶 篇 (73) (一 个 磷 数 的 画 数 ) 所 未 备 ， 然 而 往往 人 疏 所 2 xX,) (两 个 
楼 数 的 画 数 ) 可 见 其 大 构 的 情形 .本 季 专 提 f(x, y) 的 初步 性 质 ， 
入 籁 还 有 更 进一步 的 议论. 

假如 十 个 多 数 之 丽 数 fx,y) 在 点 (4,b) 是 连 镇 的 语 ， 那 未 一 
个 楼 数 的 画 数 1(a,y) 在 y = 5 和 坊 连 续 , Hz,p) 企 2 = 4 篇 连 芒 . 
然而 其 这 不 成 并 :例如 
27%% 
22 十 1/ 2 
则 (0,y) 三 0, f(x,0) 三 0, 故 1(0,y) 在 y= 0 得 连 纺 矿 z,0) 
在 42=0 往 连 丢 . 填 X==7cos0, y 一 7sin9, 则 x,y) 化 篇 
sn 20。 当 7? 一 0 上 胖 ，f(#%,Y) 下 无 极限 , 故此 丽 数 在 (0,0) 是 不 
连 寻 的. 又 如 

2 


1(0, 0) = 0, f(%, 四) 一 款 子 7 


划 当 7 了 一 0 上 时 ,frcos0y cos0)=7snOsn 20/(cos:+ 7 sin0) 
玉 0 然 市 所 2%, 力 人 在 (0, 0) 王 不 连续 :起 2 < 1， 低 使 


f(x,Yy) = (+ 之 0), 7(0,0) = 0, 


(好 十 人 全 0) 


"过 、 
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必须 7 lcos 0| sin 206 过 ecos*0 十 er?2simn8， 所 以 7sin20 必须 
小 於 


， lecos 6| 工 二 入 Yl— se 
“EE 
要 决定 熏 0 无 天 傈 的 70 使 |fzZ,y)| 过 8 当 7 之 mw 蛙 成 立 ,是 不 
可 能 的 . 
当 2 一 0 一 0 时 ,二 重 极限 lim f(zw, y) = 2 存在 的 应， 那 
末 累 灵 和 极限 


lim dm f(%, 2 ) ， lim Tim f(x, 1 yy )， (1) 
YU TO 

lim lim f(x, 21)， lim lim f(x, 21)， (2) 
TI Hp 


都 存在 ,其 答 篇 ;/。 人 证 是 从 
f(z,y) —!| <e, (TZ—aP+t(y 0) 
容易 知道 的 嫩 果 ,但 是 上 记 四 个 极限 都 存在 肘 , 术 必 和 互相 等 ; 相等 
时 ,二 重 极限 未 必 存 在 ,例如 
H2,Y) = TY (+0), 
x 二 yy 
在 2=4=0,27=0=0 (1) 的 两 个 未 次 称 限 篇 -- 1，(2) 的 十 
个 极限 和 什 等 於 1。 文 如 


fiw,y) 一 (人 二 访 守 0) 
+ (to—y) 
则 lim lim f 一 lim lmf = 一 0 故 (1), (2) 中 四 侦 极 限 上 缘 存 在 且 
相等 ， 然 由 


lim f(x, 7%) = 1, 
X=>0 


知 二 重 极限 lim jz, y)(z -0,y 下 0) 问 不 存在， 
尚 定 y 之 值 , 则 p(2z) = f(x,y) 有 由 个 半数 D32(7)， 
Di9g(2) = Dp(4) 一 万-p(Z) = Diplw) 


时 , 其 值 篇 EY) = fz(z,y), 此 即 关於 z 货 六 的 偏 遵 数 . 年 
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p= ME,Af= f+ hy t+ FR) Fr,Yy), 
当 p-0 蛙 ,假如 有 常数 4 与 适合 Af = 4 + Bk 十 0(p), 称 
画 数 f(z, y) 在 是 (z, g 可 以 完 圣 微分 此 时 


0 


Hz+ hg) fx,y) 


一 及 十 ol)， 
故 4 一 5 9 二 ， 同 配 可 性 妞 一 5 读 h = pcosa, k= psinz， 
则 得 
lim Ar - Of cosa 十 Of gina, (1) 
P30 p Ow Oy 


着 蚌 在 (&05 ac, Sin a) 方向 的 偏 半 数 . 故 当 (X,Y) 在 (%, yy) 可 以 完 
对 微分 的 尘 候 , f(x*, 2) 关於 任何 方向 的 例 导数 部 存在 . 其 道 浆 其 . 
事 人 早上 ,(1) 与 

of 


Ar = Of pcosatt psinet+ olp) 
Ox Oy 


等 价 。 完 至 微分 可 能 里 , 称 OF p+ of 3 下 人 坊 7 的 至 微分 ,用 记号 


Qf 表示 它 . 特别 省 二 g 或 放 三 训 得 后 一 太 dy 二 k。 故 全 微 
分 Qf 可 以 写成 
af = 全 名 多， 


定理 1 设 户 恰 思 人 由 入 中心 之 -四 在 不 假如 - 


让 “Af {f(z 十 了 h， y+ 所 fs, 2 十 
+ {f(%, Y + KE) — fF, 2) 
中 之 未 项 等 於 kfy(X,y) 十 oCk)， 由 中 和 什 定理 ,第 一 项 等 雁 
hfz(% + h,y +k). 
因 fs 在 (x, 9) 篇 器 种 ， 所 以 此 式 等 於 好 os(%,y) 十 o(h)。 由 是 得 
至 微分 
df = fos(x, YA 十 方 (2 Ydy. 
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定理 荐 办 . 

所 家 留意 的 ， 全 微分 Gf 之 存在 , 限 於 了 在 点 (x, 9) 完全 可 以 
微分 时 .假如 仅仅 乎 fa(zo yo) 与 f(zo, yo) 存 企 ， 人 向 不 能 断 冶 
f(x,y) 和 在 点 (Xo, %) 有 全 微分 ,例如 

f(x,Y) = Mz, fe(0,0) = 六 (0, 0) 一 4, 然而 df 在 (0,0) 
王 不 人 存在 ;事实 上 ,当天 一 0 天 一 04 时 ， 

Fo 二 用 OF) 一 FF 0) = ww 
不 等 伶 o(wW 庆 十 配 )， 

微分 的 顺序 仿 半 枫 数 户 (2, 9) 假 如 天价 5 可 以 施行 偏 微分 

的 话 , 邢 末 有 如 下 的 富 法 : 
中 -en 
同样 可 定 户 *(z, 2 ) 的 意 闵 。 上 所 以 ， fry 三思 > 小 不 相同 ， 实际 上 才 


使 fey 与 fyx 都 存在 ,两 者 未 必 相 等 ， 例 如 


f(0,0) = 0, f(x,y) = ry < 和 于 和 (+ 六 之 0)， 
划 因 
Hh) HO Py 
忆 十 oY 
f(%,h) 一 六 2 0) Pt 
k + 
fo(0,y) = 一 yfy(%,0) = %。 故 由 
fz(0,%) 一 fs(0, 0) 二 k 二 一 1 
k Ek ， 
fy(k, 0) 一 产 (0,0) Lh 
h 


得 fey(0,0) = 一 1, fyz(0, 0) = 一 1 上 ,两 者 东 不 相等 ， 

但 是 在 通 当 的 情况 下 , fu 与 广 z 往往 相等 . 今 举 其 最 简便 的 
人 条 件 於 下 : 

定理 3， 假如 产 , 与 fr 在 区 域 也 上 都 是 坏 奈 的 , 那 未 两 者 相 


人 


证 明 ” 周 定 D7 中 一 点 (4, 50), 证明 frv(4, 5) = fyx(&,5) 好 
了 .年 
A=jHu 十 邢 ,D 二 1) 十 foapb) 一 Fa 十 下 0) 一 Fo 8 十 无 )， 
p(X) = f8,b+ FE) — f(r,0), 
则 由 中 值 定理 ， 
A=9(at+h)— oa) = hy’'(o + Oh) 
一 人 Fa Oh, D+ i) — kfz(t i Oh,b), 
其 中 8 的 经 对 科 小 人 礁 1， 青 用 中 惫 定理 ， 
A = hkfaya + Oh D+FOKE(IOTZ1, 10 | <1)., 
因 fv 在 (ww 切 是 回炉 的 ， 故 车 大 一 0, 有 一 0 用 论 -六 (ob)， 


交换 + 与 9 的 顺序 , 则 得 
A = ijpjvs(ae +sjb+s5)(C5 一 1 1 < 1). 


所 以 又 得 着 二- 二 fys(4,5)， 因 此 fov(4;5) = fvs(4,5)， 苦 明 


fe 
JL 污 :。 


币 察 结果 内- 一 产 v(o， 5) 的 成 立 , 光 是 用 了 下 面 雨 个 条 件 : 


(i) fz(X,Y) 与 foy(%,Y) 在 X= a,Y = 上 b 之 一 环境 中 存在 . 
(ii) zx = 4,y = 二 5b 是 fry(X,y) 之 一 过 秆 点 . 
和 假如 (Gii) fy(x,0) 和 在 Xx = a, 的 环境 中 又 存在 , 那 末 
A | tt) Net hb) 
hk h k 
_fa,b+k)— fa, | 
. k 
—y fy(% 十 二 — fy(a, b) (k->0),， 
[2 


然而 由 (与 (这 ) 得 着 人 -> ju(d 5), 所 以 
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fla 人 LF D0)— fl /(, 0) 
h 
右 端 的 沥 限 弃 然 存在 ,其 值 必 篇 fyz(4, 8)。 下 是 定理 3 可 改进 如 
下 : 
定理 ”在 人 条件 (i,(i),(ii) 之 下 ,定理 3 之 千 论 也 成 立 。 
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fy(a 0) = lim 
E30 


1. 设 1(0) 一 0,f(w) = zx(1 + 3sinlog w? ) (zx 关 0)， 蕉 明 
f(x) 是 一 这 炽 丽 数 ,但 是 六 (0) 蕴 不 存在 . 

2 讽 0) =0,1(2) = jwi 辣 17(0) 是 奋 存在 ? 
届 Kxz) 在 [oa 中 具有 有 限 济 困 获 记 (an)， 省 明 PCz) 是 一 概 


wy 


过 秆 丽 数 
4. 设 马 是 [0, 1] 中 的 康 作 点 集 , 409m, bn; 是 妃 的 余 区 间 集 。 设 
f(y)=0, wEE; 


fz)= + - NR an) (ba — Lda tbr 
求 出 D+f(x), D-f(x), D_f(z). | 
5. 膝 表 


fz) = 人 eteidt (> 0) 

是 一 吓 性 丽 数 . 

6. 吊 开 曲 嫉 认 平 到 契 有 切 业 . 

7. 设 0 之 a 之 1,50= dm 十 1(m = 1,2,:…)， 证 朋 连 种 两 
数 

f(x%) = Zar sin(Draxz), g9(2) = E( — a) Sin(brrny) 

看 不 不 订 以 微分 . 

8. 设 0 过 4 过 1, 上 5 是 一 奇数 ,0 > 上 十 x. 性 明 
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Ear |sin brrr | 
是 一 不 可 以 微分 的 连 炉 函数 . 
9. 设 42} 是 2 与 最 近 扒 2 之 整数 的 路 欢 . 蕉 有明 


(i) {2} 是 以 1 篇 遇 期 的 遇 期 丽 数 ,党 0 过 z 之 ;时 ， 其 值 是 


人 党 5 之 z 之 1 时 ， {XZ} =1—%; 


(ii) f(z) -= 37 人 24 是 一 回炉 画 数 ; 


(ii) 六 zZ) 到 不 不 存在 . 
过 是 范 赛 伐 泵 敦 (Van Der Waerden) 的 丽 数 , 屁 德 国 数 学 时 
剧 第 此 二 宕 。 
10. 设 9g(%)=1+ Ysin = (2 0), 9(0) = 1, 


f(z) = Vigtae 0), f(x) = —N— 92) <0). 
研究 7 ) 的 于 数 的 存在 天 题 
. 设 人 = (DA 一 0a<w<p)，Hz) 是 (CD) 中 之 一 
机 机 假如 (wb) 一 下 是 一 雾 集 , 我 们 能 饭 定 Kz) 是 -一 常数 
否 ? 
12. 设 fx,Yy) 是 答 形 8(a 夺 x 二 0,0 yd) 上 的 丙 数 , 它 
是 zx 的 术 秆 画 数 ,也 是 y 的 回炉 画 数 。 坡 


b— 


2 一 以 十 于 一 一 -Ek=0,1,92, 人 


f(y) = fw YT x 
一 Wai 
x {f(r Y) — fxrn, Y)} (mi = LY < we). 
订 阴 包 (w,Y) 蚌 8 上 之 - : 连 蔷 画 数 ， 当 -> 避 脖 ， 它 收 煞 大 
f(T, 1). 
13. 设 所 2 Wo, ts) 的 定义 区 是 P(4 坟 YI01; 0g 坟 Wy 护 y， 


第 六 章 微 分 217 


0 oa 039), 它 是 x4 的 连 炽 闻 数 (1 = 1,2, 3)， 并 在 PP 上 ,有 
连续 晤 涩 烈 ful Li, V2, Ts)(N 一 1， 2， 有 收 敏 从 Fl， 2， da) 否 ? 


14 设 10,y) 一 0, f(x,y) 一 和 sin (4 are tan 之 jz 天 0)。 


发 有明 
fe(0, 0) = f,(0, 0), 


日 是 df 在 x = 0, 9 = 0 总 不 存在 ， 


第 七 意 
点 集 的 测度 


1. 测度 各 题 豆 : 中 的 区 闻 (o, 50) 是 有 长 5 一 a 的, 玖 中 的 年 
形 是 有 面积 的 ， 然 上 剧 半 於 Bs 中 之 一 点 集 村 ， 如 和 何 规 定 玉 所 佑 的 
“测度 " 呢 ? 假如 MM 是 一 室 

QH bp (k=1,2,..,7) 

尾 末 我 们 可 以 用 篆 积 ( 思 一 )…( 思 一 on) 来 表示 4 的 测度 | 于 | ,对 
於 五 "中 一 般 点 集 邓 的 测度 | 型 | 我 们 要 求 它 满足 如 下 的 兹 个 人 条件: 

(i) IM| 守 0, 

(ii) 车 轩 ESA+B+C+-…， 盎 | 机 之 14| 填 1B|++ 
十 1CI 十 …; 

(ii) 车 4 ES MG 一 1 2 …)， 444; = 0 天 力 则 MI 
>| Arl; 

(vi) 可 以 符合 的 十 点 集 , 其 测度 相等 。 换 首 之 : 设 4~B, 当 
4 中 之 南 点 a, a' 对 应 於 妃 的 两 由 5,5' 时, 0 加 w 的 距 风 等 於 8 
丰 2 的 距 风 , 那 未 |4| = 1B|. 

(vy) 单位 室 的 测度 等 於 1， 意 即 : MM 是 适合 

OZXl (k=1,2,.,n) 

的 点 (2 2 …, 2 的 至 体 上 时， | M| = 1. 

县 有 此 五 休 的 调度 ， 是 查 可 以 定义 ”应 藤 如 何 定 闵 ? 汗 就 是 
测度 疝 题 . 

往昔 〈ii) 与 (ii) 含有 下 面 的 结果 : 若 Ais4; = 0( 大 尖刀 


M = 3 A444, 那 末 IM| =|A|+t+|A 十 …。 
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若 和 4CB, 央 |4| 志 18|, 此 由 於 (这)。. 所 以 1 是 1 的 增 
加 “ 栈 数 "。 

首先 试 创 测度 定义 的 , 是 江 革 征 " 他 考察 原 间 (4,5) 中 的 点 集 
及, 将 (Q,0) 分 篇 7 等 分 , 除去 其 所 得 小 区 间 之 不 含有 六 的 点 的 ; 
加 其 所 余 庄 区 间 Bw 之 -长 得 全 长 L. ,名 lim7。 篇 M 之 容积 . 康健 
将 汉 革 耳 的 思想 折 广 之 於 Br 中 的 点 集 ., 汉 革 年 的 容积 ,其 通用 旬 
图 之 不 广 ， 可 秦 下 例 明 白 。 设 4 是 [0, 1 中 有 理 点 的 全 苯 ,B 是 
[0, 1 中 优 理 点 的 他 体 , 4 与 号 的 容积 都 是 1, 然 4+B=[0, 1]， 
所 以 容积 的 概念 不 合 要 求 (iii). 

车 当 ? 某 於 Br 中 的 区 间 , 取 其 完全 合 在 村 中 的 , 设 秆 种 区 疝 
全 部 篇 Cn, Cn 之 全 长 篇 in, 那 末 

brn<L n= 2,3,4,...)., 

称 lim Ln 篇 及 之 外 容 , lim 4 篇 可 之 内 容 , 当 外 容 奥 内 容 相等 时 ， 
称 1 依 若 当 的 方法 ， 是 下 测 的 ， 称 其 内 容 或 外 容 篇 政之 车 当 测 
度 。 人 在 上 述 之 4 与 B, 其 外 容 都 是 1, 内 容 都 是 0; 所 以 依 车 当 的 
测度 法 , 4 与 BB 都 是 不 可 测 的 . 

若 当 的 测度 定义 ,应 用 不 广 ; 下 文 腾 述 勒 愉 格 的 测 上 度 论 、 

2. 勒 具 格 测度 ”平面 上 之 一 直线 分 0 三 7 三 1,Yy = 0, 其 长 
篇 1, 其 面积 是 0, 所 以 讨论 基点 集 的 测度 ,必须 就 此 点 集 所 在 之 空 
间 立 葵 ; 空 尖 若 本 , 跌 同 ~- 点 集 , 可 能 有 不 同 的 测度 ,我 们 首先 建立 
直 砂 上 的 测度 花 一 一 “线性 测度 ”. 

设 愉 是 区 间 (0 9) 中 之 一 点 集 ,O 是 包含 以 之 一 于 集 ,此 种 0 
不 止 一 个 , 当 0 攀 动 时 , 大 |0| 的 下 界 篇 及 的 外 测度 ,以 用 表示 
MM 的 外 测度 ,这 是 在 前 章 已 乱 提 过 的 ， 显然 ， 

0 过 MoO—Q; 

党 凡 CA 时 , 及 之 4， 帘 (a, 8) 一 人 MM = C(M), 称 


1 灌 革 耳 (Hankel， 1882). 
) 落 党 (Jordan), 昆 其 所 著 的 “ 解 机 教程 ?第 一 知 。 
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ba— CM) 
篇 旷 的 内 测度 ,以 I 记 之 . 假如 用 = 邓 , 则 称 允 是 一 可 测 点 集 一 一 
依 莫 中 格 的 意义 是 可 测 的 称 
M=M= |M| 
篇 MM 的 测度 ,前 章 对 从 并 集 O = 了 (au bn), 以 级 数 
Zn — Qn) 
之 和 篇 10|; 依 照 本 季 , 此 报 数 之 和 当 篇 0, 但 是 下 文 将 奸 
0O=0 
对 於 任何 开 集 O 成 立 , 所 以 不 会 汶 生 不 合理 之 事 . 
定理 1。 可 测 点 集 之 除 集 ,也 是 可 测 的 ， 
证 明 设 CCNU) 十 怕 = (ob). 当 半 = N=b0 一 a 一 C0) 
时 ,CCMU) = (2 一 0) 一 歼 = CU). 故 |1C(UN)| 存 在。 定理 发 
毕 . 
定理 2。 点 集 之 外 测度 不 小 座 其 内 测度 ， 
证 明 ” 设 开 集 O01 含有 MM, 开 集 0s 含有 C(MH), 则 O01 十 0s 合 
有 (4, 5)。 因 之 ,从 


O+O0O>b—a 
得 肝 十 C( 有 2b 一 a, 即 用 宕 MM 定理 霜 界 . 
系 可 列 串 集 之 测度 等 於 0. 
定理 3， 设 召 是 合 在 是 集 开 中 之 开 集 , 则 怠 的 上 界 等 秦 了 
证 明 已 < M 故 C(B) = CU)，C(B) 是 一 于 集 , 故 
EM. (1) 
加 入 (4, 了 ) 之 雨 端 於 C( 以 ) 而 得 点 集 B,B -二 M = (4a, 0) 设 
并 集 0，B, 0, 二 B+ es(e 盖 0). 并 集 
C= (60)—O0=B-O0O+M 
含 在 及 中 , 它 的 角 集 
CG) = (0.0)— {(4,b) 一 DO 
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含 在 O; 中 ,所 以 
C(OC) EOLB+e= CM)+e., 

由 是 但 宇 用 一 8 合 s 一 0, 知 Ci 的 上 界 不 小 臣下 .有 双 由 (1)， 
知 C 的 上 界 等 谎 开 .定理 症 浴 . 

定理 4 设 和 4 十 B= (a,5), 4 .B= 0 有 4 成 一 可 测 点 集 之 
充 要 人 条件 是 : 对 座 。 汪 0, 有 并 集 04 > 4， 又 有 并 集 0s > B， 使 
O04. Bp<ie. 

证 明 ” 先 登 条 件 的 充足 性 :发 04 十 Og = (0 D), 则 因 

Qa4+ Op=b0— 0+ O04. Op, 
故 4 二 互 和 D 一 x+O .0 一 5 一 4 十 e. 
合 e 瑟 0, 得 4+B 才 5 一 a, 即 4 过 4, 由 定理 2, 4 之 41 故 必 
4=4=14|. 

次 居 条 件 的 必要 性 :车 |4| 存 在 , 则 由 定理 1, |B| 亦 存在 ,两 

者 之 和 等 於 8 一 G。 夺 其 >>0, 有 如 下 的 开 集 04 珊 Og: 
O04 > A,O0p > BO4 一 4 +eO0s 一 |4| 十 es， 

故 0.. Og = O04 十 Oas 一 (一 —%)< 14 十 | 十 2 一 (一 4) = 
= 26， 定理 以 举 . 

定理 5。 是 集 邓 是 可 测 的 充 要 人 条件 如 下 : -多 从 之 0, 有 并 集 
0 包含 W, 双 有 合 存 M 之 中 开 集 C 请 中 

C—C<e. 
证 明 考 | 寻 | 存在 ; 则 由 定理 3, 用 中 有 了 闭 集 C, 其 内 测度 
C>IMI—e. 

又 有 包含 MM 中 的 开 集 0, 其 外 测度 0 二 |M| +6, 故 0 一 c 之 2e. 

次 苯 人 条 件 的 充足 性 :由 OO 一 CC 过 8, 得 7 一 4 过。 
会 se 一 0, 得 4 过 4, 由 定理 2，4 = 乏 。 定 理 菠 举 ， 

定理 6。 闭 集 奥 开 集 邦 是 可 型 昧 集 . 

鲁 明 设 0 十 (a,5) 中 之 一 开 集 , 将 O 窟 成 不 相 重 肥 的 区 间 
汐 和 和 : 
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O 一 (Qn, bn ) 。 
取 N 使 (bu - an) < 了。 又 取 正 数 e …，sv 清 合 


N+1 


6 十 6 十 … +en = 了. 
闭 集 0 =- 了 [en + ep 一 6n] 是 合 在 0 中 的 . 现在 


-< ze 十 3 一。， 


ask! 
由 定理 5, O = O ， 故 凡 开 集 是 可 测 的 . 
国信 是 并 条 的 你 红 。 所 以 于 集 也 是 可 测 的 (定理 1)。 定理 玫 
给 ， 
利用 遭 些 定理 , 到 与 M 之 定义 可 以 遂 得 简单 些 
定义 设计 其 一 点 集 ,包含 1 之 开 集 的 测度 ,其 下 界 就 是 玉 
的 外 测度 . 含 在 开 中 之 于 集 的 测度 ,其 上 界 就 是 开 的 内 测度 ， 
零 集 与 疏 天 点 集 ”可 列 点 集 是 一 需 集 (测度 篇 0 的 集 ), 然 零 
集 未 必 人 往 可 列 集 . 例如 康 惨 之 涿 次 三 分 的 醉 朗 完 双 点 集 ， 其 势 是 
连 态 时 集 的 芝 (大 检 No) 第 三 章 $7) ,其 测度 等 只 0. 事实 上 , 它 的 
余 第 的 测度 等 於 
1 2 4 1 1 
3 Tt 3 Ts 
但 是 任意 之 苹 朗 点 集 的 测度 未 必 是 0. 例如 设 加 是 一 正 整数 ， 
分 [0.1] 篇 mw 等 分 ,去 其 最 右 区 间 之 所 有 的 内 点 ,将 其 除 m 一 1 个 
区 油 各 等 分 篇 m? 个 小 区 并且 各 去 其 最 右 区 向 中 一 切 内 点 。 如 是 
灯 粮 进 行 以 至 人 无限， 得 留 下 来 的 一 切 点 , 成 一 占 集 MK ， 题 然 , 对 
是 一 芯 良 期 集 . 但 是 


加 6- 吉 ;- 南 


1 
mm 
1 1 1 2) 


第 t 章 点 集 的 测度 223 


党 mn 鞭 大 时 ， a | 着 近 挫 1 
3. 可 测 点 集 之 和 集 熏 通 集 
定理 1. 设 A4+B- M,A-.B=0, Mc (0, 8). 假如 14| 


证 明 对 认 se>0, 取 如 下 的 并 焦 O01, O%, ,0%:04 DD 4， 
0 > C(A), Og > B, O05 2 C(B), 
I10a04| < se, 10Op0g| < se, 
置 0O = 04 十 0p,0'=04'0Os. 因 玉 二 和 4, 故 
C(M) CC(A)C Os. 
同样 ，C(M) CC(B) Cc 08 故 CUM) Cc 0%404 = 0、 然 由 
O .0O'= O05(04 + Op) EG O040’ + OgOs, 
知 100'| 二 2e, es 是 任意 的 正 数 ， 故 由 前 凶 定 理 4, 和 从 OO M， 
O 二 C(OM) 知 道 计 是 一 可 测 点 集 . : 
次 体 | 吝 | = 14| 十 18|， 要 改 此 等 式 , 荡 有 曲 
IMi 宇 |4| 十 13| 好 了 。. 道 就 是 要 体 朋 
(b—a)—lCM){0 6) C0(A4)l}+ 
+ {(5 —a)— 1C(B)l}. 
简化 后 ,要 发明 的 是 : 
ICCM)| EIC(A) + IC(B)| 一 (0 一 2). (1) 
用 上 面 的 04 与 05 等 记号 , 则 得 
CM) = C0C(A+B)= CA).C(B)CO Op. 
因 C(4) 包 含 B, 故 徽 
C(A)+ CB)OoOB+C(B) SD (u,b), 


1041 + 10sl ?a+ |00gl. 
因此 
[COM)I SIO + 10gl— (0 - 4) 
由 是 得 (1). 定理 完 举 . 
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条 1 让 A A; = O(k 7,K,7 = 1, 2)。 车 4r 
都 是 可 浏 的 ,出 | 


4 4 十 … 十 4 二 | 入 | 二 14:| 十 … 十 |4n|, 
条 2 ”从 可 测 点 集 4 除去 一 可 测 点 集 B, 所 除 的 点 集 4 一事 


ss oe se rs oN oo +? ++ 0 


证 明 因 C(4 一 8) = B+ 十 C(4) 之 放 . 怀 明 完 办 . 

和 柔 3 两 个 可 测 点 集 4 各 BB 的 通 集 4B 也 是 可 测 的 

锋 明 C(A) 寺 C0C(B) = C(AB). 广 阴 完 淮 . 

对 1 若 4 一 各 十 和 十 … 十 4 中 各 下 部 症 可 测 昧 集 , 那 
示人 A 也 是 可 测 的 ， 
肥 = Al 二 (4, 一 4) 4A) 十 … “十 (Ar。 一 Au(4 十 … 十 AD))》 
故 由 系 1, 条 2, 地 3 知 系 4 篇 鞭 ， 壁 明 完 时 . 

定理 2 2， 设 4, 4,,… 都 是 (a， 加) 中 的 可 庆 1 由 集 ， 那 末 之 4v 


ee 


四 


证 明 ”首先 建立 定理 的 后 牛 , 置 Z4。 = 4 , 划 和 所 了 王 |4。|. 
由 於 4 中 任何 两 项 不 相交 ,所 以 杂 明 有 和 4 之 >14x| 好 了 .起 
A 十 四 十 … 十 An 二 Sn. 
则 SEE 4A, 0C(S,) 二 C(4); 1C(Si)|C( 和 4). 因此 
(b—a)—|C(S)| oa) — C4). 
即 |Ss| 之 4A; 或 |] 刀 | 十 … 十 |4n| 过 4 定理 1 的 条 了 .全 % 玉 00， 
则 得 


2Z|14.| 和 4 
在 一 般 的 情况 ,由 从 
退 一 : 5A, 一 4, 十 (4n。 一 A4n( 4， 十 … 十 1))， 


所 以 4 臣 可 测 的 . 定理 证 毕 ， 
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定理 3， 识 4, 4，… 都 是 (a,28) 中 的 | 测 点 集 ， 那 未 通 集 
(04， 也 是 可 浏 的 ， 

证 明 因 C(U4。) = 2C(4)， 故 由 定理 2, CTI4。) 是 一 可 
测 潞 集 , 因 之 了 A 是 可 测 的 。 定理 媳 举 ， 

定义 设 4n(7% = 1,2,…) 是 一 点 集 钴 列 ， 元 素 属 从 无 数 个 
4 时 这 种 元 素 的 全 体 成 一 点 集 ， 称 此 点 集 且 14.) 之 优 限 点 集 . 
de 4" 时 ,各 种 元 素 的 全 体 成 一 点 集 , 称 此 点 集 

之 劣 限 点 集 。 黄 集 S 包含 色 乎 全 部 到 的 元 素 之 意 ， 就 是 

xx ee 素 不 属 伶 S 的 ,不 过 有 限 个 . 

由 是 , (4 + 4 十 …)(42 十 4 十 …)(4s 十 4 十 …)… 是 
4 的 优 限 点 集 , 记 之 已 


lim 4。 = [[ (4; + Art 十 …)， 


和 一 1 


”444dsda… 十 44s44 十 … 是 {14o 劣 限 点 集 , 记 之 以 


lim An 一 > 4 nn Ant2 


由 此 定义 和 定理 2 和 与 定理 3, 得 

定理 4。 可 测 点 集 化 列 的 优 限 点 集 和 劣 限 贴 集 ,都 是 可 测 的 . 

对 於 开 集 更 开 集 ， 施 行 “ 和 :( 相 加 )' 通 '( 相 乘 ) 两 种 手续 有 限 
回 乃 守 可 列 无 限 回 , 所 得 之 粘 果 , 是 一 波 雷 耳 是 你 ,我们 可 述 : 

定理 5， 一 切 法 志 耳 点 集 都 是 可 测 的 1. 

定理 6， 设 到 是 一 可 调 点 集 ， 则 必 有 波 罗 耳 点 集 忆 包含 加 
双 有 变 雷 耳 贴 集 B1 合 在 和 中 ,而 适合 

18 = 18| = |XMl. 
证 明 ”对 大 2, 有 如 下 的 并 集 O.O。 = 到 且 


1) 全 是 波 讲 耳 集 , 首 先 举 站 样 寅 例 的 是 苍 问 林 (M. 有 , Cycxu3)(1894 
--1919) 。 
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10.| 一 |M| 过 二 . 
n 


通 集 (10, 是 包 合 覆 之 一 波 雷 丁点 集 B, 所 以 | 及 | 这 18|。 但 是 
BeoOn,|BIZIOd ZIMI+ 二 


对 众 一 切 % 成 立 ,所 以 1B 之 |M|, 由 是 1M) = ;Bl. 
对 人 於 妈 有 售 在 路 中 的 开 集 Cs 适合 1Cxi 二 147| 一 二 波 雷 


年 点 集 
B= C+ 0,+. 


是 含 在 M 中 的 , 其 测度 | 妃 | 之 1Cs| 之 1MI 一 上 故 必 |Bi|=iM| 


定理 广 浴 . 

4. 不 可 测 的 有 界 点 集 点 集 不 一 定 依照 勒 具 克 的 意义 有 具有 测 . 
度 , 我 们 用 维 太 利 ” 的 例子 来 说 朋 此 事 ， 设 0 过 4 之 1, a 是 一 扔 " 

0< rl, 
((2)) 是 具有 形式 2 十 Me 十 ?271= 0, 土 1, 土 2,…) 的 一 切 
数 所 成 之 集 .。 避 ((2)) 与 10, 1) 的 通 集 篇 4(Z)， 则 未 ,4(2Z) 中 之 
任 一 皮 , 仅 能 兰 应 基 一 租 之 如, 2， 事实 上 , 因 “ 延 一 无 理 数 , 须 傈 
和 十 va 十 密 一 区 十 Ma 十 亿 
含有 m= 二 rr',% 一 .应 用 渤 取 公理 ， 座 每 一 蜀 代 4(2) 固定 一 
呈 >, 使 党 
A(7X) 三 A(X) 

上 时 ,2 = Xi 而 % = 2 二 Mm(X)u + n(7X), 

斌 有 是 一 整数 , 通 合 722) = 上 的 x 之 全 体 足 一 点 集 44. 当 
天 天 上 时 ,4x 与 41, 不 相交 ,所 以 


1) Vitali。 
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[0,1) = 人 A.. 
设 4x 在 友 则 了 中 的 部 分 篇 ix, 我们 杂 了 月 
[0, 1 — a)x E [a; x, (1) 
[1 一 a; 1)x 硅 [0, ee)x, (“三 "是 符合 的 意思 ). (2) 
设 % 《10,1 一 a)w, 上 月 a 这 XY 十 a 之 1. 族 
((2 十 oa)) = (2)),A(x — a) = A(Z). 
因 之 2 = (7X 十 a)。 即 
入 十 驶 (2)a 十 和 (2) = (T+ oe) mE 十 <c) %+ N(R+a). 
然 是 4x 中 的 一 点 ,故人 (2Z) = %， 
Ka n(x) = (3 十 a) 十 1 二 0 十 a)， 
形 一 3502 十 wh) 十 工 ,MX 和 十 CC) 一天 一 工 ， 
由 是 x 十 属 庆 Ax-i, 其 值 不 小 抢 所 以 
2 十 acEf[a, pr (3) 
次 访 yea;1)zys 则 0 之 YY 一 a 之 1 一 a. 由 ((y 一 0)) = ((»)), 
得 y = (2 一 ch) 故 
xX4 my ne) = (YY— 0) + my — at RY -a), 
所 以 my 一 a) = 有 , 由 是 
yy — eat[0,1— a)r. (4) 
从 (3) 届 (4), 知 (1) 成 立 , 同 样 可 其 (2)， 
等 式 (1) 的 意义 ,如 上 文 所 妖 , 是 左右 两 集 可 以 符合 .同样 (2) 
的 左右 责 集 可 以 符合 、 假如 一 切 点 集 都 是 可 测 , 那 末 和 从 
1[0,1 一 oa)xzl = fa， 1)x-1|, 
1[1 一 ai) = 110, oa) 
得 |4x| = 14;-|, 其 中 站 是 任意 的 整数 ， 著 一 切 | 4x| 都 等 做 0， 
则 344 成 一 震 集 ,着 是 不 合理 的 。 假 如 
1Ai| = 56>0 (k=0,+1,.), 
那 末 A4 的 测度 篇 十 0, 也 是 矛盾 。 所 以 必 有 点 集 , 依 勒 员 克 的 


-” 
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方法 个 可 以 测 的 ， 
5. 点 集 的 密 麻 发 M 是 直线 上 之 一 点 集 ,x 于 直 生 上 之 一 点 ， 
了 是 含有 7 加 之 一 开 怕 间 . 当 1J1 一 0 时 ,名 


lim 放 = Bp(M,%) 


篇 1 在 # 点 的 上 千 康 ,lim 性” = e (M4) 从 1 在 x 的 下 密 康 ， 
上 密度 奥 下 密度 相等 时 ,各 点 集 MM 在 册 x 有 密度 : 
p(M,%) = B(M,%) = p(M,%). 


假如 邓 v 常 篇 正 数 , 则 称 x 是 开 之 一 密 聚 点 , 此 种 点 必需 凡 


之 极限 贴 ,其 公 部 成 一 开 集 . 
定理 1 设 以 是 一 可 油 点 集 , D 是 性 之 密 聚 点 的 全 体 , 则 
IDM| = IM| (1) 


证 明 设 放 CcC [a,9],N= nn 东 [a,5] 分 篇 入 等 分 得 小 区 间 
An = {On noe Onn), 
假如 不 论 % 如 何 增 天 ,一 切 |6nxM| 0, 那 杰 久生 D,M=M. 
此 峙 (1) 成立。 车 不 然 ， 则 当 7 沁 名 尘 , A 中 有 一 部 分 之 小 区 闻 
A 适合 
LA = 0, Me > 0(6nx € An:, 
因 M-MDECAS + hn t+ *, M— MD EMA, + HM. Ahnt ee, 
故 
IM— MD| = 0， 

由 是 得 (1)。 定理 长 学 . 

定理 2。 明 集 是 完全 点 集 和 与 老 集 之 和 和 集 (但 两 集中 之 一 个 可 
以 缺 的 )。 

恰 明 发 忆 是 于 集 C 之 密 诊 点 的 全 体 , 因 DD 积 C 都 是 闭 集 ， 


故 
P= DC 
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是 一 阴 集 ,由 定理 1. 了 7 一 DC = NW 是 一 零 集 用 是 党 |1C1 盖 0 蛙 ， 
长 明 P' = 卫 好 了 . 设 2 是 P 的 一 点 ,并 区 间 本 全 有 x. 那 未 
IDJ| = |DCJ| = IC | > 0. 
所 以 2DP', P' = P. 定理 订 失 . 
秒 * 设 i 六 | 之 0. 对 零 s 盖 0, 必 有 如 下 的 完全 点 集 卫 : 
MoP, {MI ~ IP|<e. 
证 明 取 闭 集 C Cc MM, | 凡 | 一 |C| 过 se。 由 定理 2,C=P+N， 
PP 是 完 至 集 , 入 是 需 集 , 1P| 等 於 1C1. 由 是 得 所 要 的 精 果 。 体 明 
完 重 . 
假如 p(M, 72) = 1, 则 称 X 是 型 之 一 全 赛 是 ， 
定理 3。 设 五 是 可 测 点 集 及 中 一 切 全 密集 所 成 之 集 , 那 末 
1M 一 五 | =0. 
过 是 在 前 章 86 中 已 猎 苯 明 过 的 定理 。 但 是 下 面 的 症 明 可 以 
拓 广 到 高 度 空间 中 去 的 ， 
证 明 置 刀 = 用 一 五 , 设 %《B, 则 PF(M,1x) 之 1. 设 % 蚌 
一 正 整数 ,适合 


pz)<1 一 1 
Li 
之 2 的 至 苯 篇 Bn, 那 末 五; 十 五 。 十 … = 忆 . 固定 nn, 瞧 
En = p, 


着 明 4 = 0 好 了 ,对 认 。 之 0 了 双开 集 0 包含 En, 且 使 10|< 
ke 
蒂 蕉 Bs 中 之 一 点 >, 取 包 含 z 之 一 开 区 间 了 = Js 适合 


EJ <(1- ji) 0. 


如 是 . 剖 轿 ys 的 全 体 (Jz) 掩盖 Bn 中 一 切 点 。 由 宁 代 勒 夫 定理 ， 


证 暴 上 罗列 (H，H。.JyznH) 的 害 理 ， 
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(Jn) 中 有 可 列 无 限 个 区 间 Ju /2,… 掩 攻 Bn 中 一 切 点 。 取 于 其 
大 ,可 使 


1 十 天 十 十 Ji 人 4 一 
发 |J,| = 27,; 不 妨 假 设 7 宇 72 宇 … 之 Ti 盐 J 二 Jn 粹 
Ja, Ja, es, (1) 
中 , 奥 J 无 共通 点 的 售 昌 ,其 最 初 ( 添 数 最 小 者 ) 的 一 个 是 Jmw。 於 
J nat1s J nat2, 四 Jk 

中 ,时 J 十 ya 人 乱 共 同 点 的 区间 ， 其 最 初 者 是 J/ 4， 妈 是 进行 至 有 
限 回 而 上 ,得 区 间 

Jay nt (RN Sk), (2) 
将 示 些 原 间 ( 共 中 心 的 ) 伸 长 三 倍 ,得 

7 Tros *-* , ni 

我 们 将 如 帮 十 二 JCilm 二 7w 二 十 Jm， 设 Jo 是 (1) 
中 的 区 并 不 在 (2) 中 的 一 个 , 那 末 (2) 中 必 有 如 下 之 Jj: | 


f < 9， Je.Jg #0 
Pf 9 Pg p 


设 Py, Py 是 J, 的 中 点 , 设 P&《yJo Q@ € Jy, yw 则 
r(P, Pi) Er(Q, P) +r(Q, Pr) < 27o 十 7ry< 挟 371， 
由 是 PE 所 以 册 十 …… 十 JrCt 士 … 士 7， 
总 (2) 的 和 集 是 二, 有 旭 因 yo Jn; = 二 0 (i 沽 站， 


| 1 
(Ti = 7m) tl = 3 
然 | 圭一 十 al 六 十 一 十 1x]; 故 317| 之 4 一 6, 而 
TE, < Br(Jn + + fm) < 
1 


< 4 一 元 二 了 1ya 十 … 十 ni|。 


{lm 十 + nl}, 
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右 端 等 色 了 | 故 


ni 
一 _ 人 | 
| 全 | — TE, 之 rr 
办 之 
T|-— TE, > 
IT| 一 了 > 启 rs (3) 


另 一 方面 , 了 一 EnT = 了 一 五 。 ,0 族 
T—- BENT<O~E=10|—E,= |0|—n<s. 
即 |T| 一 吾 一 <. 将 此 秸 果 与 (3) 相 千 合 , 得 


TE oe, p(n+3+1)e, 
3 十 3 


s 是 一 任意 正 数 , 故 4 = 0. 
6. 测度 的 掩 黄 定 理 ”下 述 定理 ,发 明 者 谢 贾 兵 司 基 称 它 篇 “ 测 
度 补助 定理 ”,* 事实 上 ,利用 此 定理 ,可 以 发明 其 他 种 种 定理 ， 
定时 设 MC (a,5),A 是 一 如 间 之 集 , 若 | 中 任何 昧 ， 必 篇 


ee 


M— MO 二 二 .十 5) < 
镁 明 ”篇 简 便 计 ,区 间 8 的 长 ,就 写 做 5. 设 A 中 之 区 并 ,其 长 
大 於 一 的 至 部 ,成 蕊 区 间 之 集 A。 那 未 ， 


Ai CaAsCAsC…,A=AT+TA A ., 
设 人 中 之 点 , 篇 A 中 莫 医 间 之 左 端 首 ， 其 全体 成 一 点 集 Mn; 那 
未 ， 
Mi) ice C,H= MM 十 Ms 十 有 Ms 十 
假如 | 入， i(% = 1, 2,…) 都 存在 , 则 1 人 | = lim 1Ma|t。 假如 不 
* 谢 铺 兵 闭 基 (Sierpinski)， 1923, 


i N= WM M+ Ms — Ms) + (Ms Mn) + 
Mf=lim [M+ MOD)+ + Ma) | = 1in| Mal. 
Nm 
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然 ， EUBA 


M = lim M.,. 


MN- 


和 起 什 厅 呢 ? 取 并 和 集 O, Mu, L229 二 MM, 十 一， 加 Bn 二 OnOxnn 
-…， 则 
Bc Bun,McB= 5B,. 
因 B 是 可 测 点 集 , 故 18| = lim |B|, 由 是 
lim 1, > lim |0, | 31im |B,| = 151 全 大. 
然 人 CM, 故 必 六 = lim M,. 现在 猎 於 es 之 0， 取 2, 使 


HW — Mle. (1) 


点 焦 MM 是 在 (a, 3) 中 的 , 它 必 有 上 界 b,， 下 界 名 : 

uh ao. 
里 ! = 一 0，7 一 Br 0 是 的 下 界 ,[o w 十 可 
中 必 有 点 2 属於 是 故 An 中 有 区 圈 六 以 坑 其 左 烧 ,车 

zl 十 6: 之 0， 

则 取 交 =1, 若 2 十 太 忆 0 则 Mo 必 有 点 落 仁 [%) 十 二 ,01] 中， 
发 过 种 点 的 下 界 篇 ws, 则 区 地 [aa os 十 罗 中 必 有 有 点 2 属於 Mn 而 
ms 是 A 中 某 区 闻 9 的 左 端 。 区 间 6: 和 与 9 显然 不 相 重 大 如 是 


OO- 一 -一 00 一 
QI ar YtO Qz Xz Q2+7 


雁 炉 进行 至 无 可 进行 ,其 回 数 N 是 有 限 的 其 所 得 之 区 团 
01， 62, “yy GN 


3 小 < bi. 因此 ， 
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Nn+ti1l=, < 一 :Le 
27 2 


和 和 集 (61) 十 … 十 (6N) 成 一 点 集 S， 双 设 T 了 = [zl 一 7 9] 十 … 十 
十 [zxv 一 7， ZN] , 则 
1 cC SS 二 TI 2| = 5N<3ie. 


因 S 十 了 是 区 加 所 构成 的 点 集 , 故 由 
M(ST+T)+M- MCS+T))=M 
得 
> M+ M— MS+T). (2) 
由 (1) 熏 (2) 得 


MH- MS+T) < Le. (3) 
故 由 MM 一 MSC[M 一 M(S + 了 )] 二 7,(3) 和 17|< ie 得 
M— MS 5<3 stoe= 6， 


定理 其 举 . 
应 用 “下 述 定理 ,是 第 六 章 $6 半数 定理 的 一 种 特别 情形 。 
Drf(z) = 十 oo 而 D-f(z) 关 一 co 的 点 2， 甚 全 部 是 一 零 集 ， 

此 定理 可 简写 作 
1CD+fz) = + 00, Df(z)> — 00)| = 0. 
利用 谢 锁 兵 司 基 定 理 可 以 直接 东明 它 . 
因 定 有 有理 数 7, 作 点 集 百 (7)=(D+f(%) = 十 o0, D_f(%)>7). 
要 着 明 的 是 和 集 


E= SE(r)= (Drtfz) = + co,D_Ho2) 二 一 co). 
是 一 窜 集 、 屏 2E 忆 ， 几 有 如 下 的 ww 过 %， 
FIW 0 ) = AC 


TX 
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到 
,7 ) 中 之 一 切 * 成 立 的 


固定 正 整数 m f(z oa 之 7 对 闪 (2 
z, 其 至 体 成 一 点 集 Bn(7)， 因 
E(r) = S$) En(?), 

故 着 A(7) (n= 1, 2,…) 篇 零 集 蛙 ， 即 得 | 妃 (>)| = 0, 因 之 
| 五 | = 0， 因此 证 阴 | 了 7) =0 好 了 .。 设 [&, 9] 是 一 区 闻 ， 
b— ob € B.A(7), Ba(7) 在 此 区 间 中 之 部 分 篇 S。 囊 明 8 是 
一 需 集 就 够 了 ， 设 z6 S, 旭 因 D+f(2) 是 十 co, 所 以 对 於 大 有 如 
下 的 zi( 和 之 z): 


一 二 
% 


f(2', 2) >k. (1) 
将 认 8 >0, 区 间 之 集 A = {(x,x )}(x ES) 中 有 不 相 重 曙 的 区间 
61, … ,6N 适合 
S— S(t+6 t+ oN) e, ,= (%,, X,),w, ES 
点 集 [o, 一 1(5) + (5) 十 … 十 (6w) 由 原 间 所 构成 , 其 中 任 
一 区 测 (c, B) 之 右 端 属於 S, 因 之 
fla, B)>r (2) 


改写 (1) 奥 (2): f(z ) 一 (x) >> K(x' 2), 1(B)—f(a)>7(B—a). 
将 -一 切 过 些 不 等 式 ， 得 稻 相 加 ,得 


1(5) 一 Fa) 一天 > 一 ar) 十 72(8 一 “) > 


全 NS — e) 十 9ZE(B — a). 
车 ?7 之 0, 则 f(5) 一 fla) 之 Kk(S 一 ee). 又 若 7 之 0, 刷 
f(0) ~ fla) >KS—e)—(b-ua 
无 论 7 篇 正 篇 负 , 当 :一 0, > 十 co 上 时 ,得 着 S=0. 所 以 |S|= 
第 三 章 所 述 的 种 种 掩 蔓 定 理 ,都 是 用 区 间或 医 域 的 集 , 将 一 名 
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点 都 掩蔽 了 ， 和 儿 傅 兵 司 基 的 测度 定理 ， 也 是 一 窒 扼 蓝 定理; 但 是 
(61) 十 …(6w) 所 掩 项 的 , 不 道 是 点 集 形 中 一 部 分 的 点 ,而 估计 其 
未 货 遗 董 的 部 分 之 外 测度 . 
上 文 所 壕 、 都 是 腿 认 有 界 帖 集 的 事 。 设 林 是 五 : 中 之 一 点 集 
9 是 区 间 ( 一 人 52), 若 | 常 在 在 ,上 则 党 
lim | MJ.| 


RFP 


存在 时 , 称 此 极限 篇 MM 之 测度 M1， 

7. 高 度 空间 中 之 点 集 设 廊 >1，M C 已 .本 和 节 概 进 中 的 其 
贝克 测度 . 先 访 些 关 於 矩 形 ( 就 是 宗 ) 

I: ar< re< br (有 一 ,2 用) 

的 测度 ， 以 作 准备 . 於 了 加 其 境界 上 的 一 切 点 ,成 篇 阴 室 [7]， 称 
了 (六 一 ee) = 47 = 1[7]| 篇 7 或 [站 的 测度 . 
1 

定理 1， 1°. 设 雨 室 1 与 /相交 , 则 其 通 集 1.7 也 成 一 室 ; 

2°. 发/ 是 一 室 , 则 对 扒 。 > 0,o 盖 0, 必 有 直径 * 修 於 e 的 有 
限 个 茵 间 六 …, 大通 合 

[站 三 五 十 有 十 人生 十 | 十 hit + IT|+e. 

证 明 1°. 设 1 是 ox 过 V4 之 04, J 是 ak<Cok<C Bu 天 一 1，… 了 2) 
前 


Tk = Max(ap, aor), 6k = min( br, Br), 
则 党 7 .了 天 0 时 ,矩形 
< Xp Or( 开 一 1，2，…7) 
就 是 TT. J 
2°. 其 明显 . 
定 蔷 设 放 是 nn 度 空 六 中 之 一 点 集 , 腊 室 化 列 
TCQOWW Tb D 一 1 2 nN,k=1,2,3,..) 


* ”有 度 空间 中 的 点 集 MX 的 直径 是 maxy (a, 5), 但 4 相 必 部 属 从 用 . 直径 是 
直径 之 长 的 简称 。 
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掩 攻 村 的 一 司 点 航 数 > |1rl 之 和 随 11 六 秒 而 拉动 ， 称 其 下 界 
篇 1 之 外 测度 ,以 歼 训 之 ， 
由 此 定义 ,就 知道 下 述 两 事 : 
尝 4cB 时 , 4 和 之 B; 
堂 M = 4, 时， 计 过 4， 


现在 录 明 
定理 2，1°. 当 7(4,B) 之 0 时 , 4+B-=A+B; 
2-. 设 村 是 一 点 集 , 0 是 包含 守之 一 开 集 ,出 0 的 下 界 等 於 开 . 
钙 明 1°. 就 4 与 都 是 有 限时 来 葬 明 好 了 .由 礁 
A+B<A+B, 
所 以 首肯 4 十 已 演 4 十 已 就 够 了 .对 论 s >>0, 了 到 天宝 之 烈 {e] 
包含 4 十 B, 使 
|h|<A4+B+s, 
且 使 之 直径 都 小 於 7(4&,B)， 由 定理 1 的 2*, 最 和 后 的 人 条件 可 以 
使 它 成 立 的 . {1%} 中 之 室 淡 4 的 点 时 ,不 能 迷 荔 B 的 任何 点 , 设 
此 种 室 的 至 体 是 {71,) ,其 除 的 室 的 全 体 是 {1,), 态 末 , 和 从 
Ac El; BE Eh, 
得 4 扫 卫 |7 | ,已 挟 辽 世 |， 由 是 


ATrB<EIh<ATB+s, 
售 e->0, 得 
A+B<A+B. 
2°, 若 丽 = 十 o0, 则 一 切 包 含 训 之 开 集 0,0= 十 co, 所 以 此 时 
2° 成 立 . 分 设 机 < 00, 关於 0, 取 了 开 室 之 刘 {I1} 算 芋 M 且 使 
EIh|<A+e., 
和 集 Z1 = 0 是 一 开 集 ，O 之 卫 | 了 | 者 迄 44 十 6 所 以 2° 成 
立 ， 询 表 完 举 . 
轩 = 0 时 , 称 用 篇 一 需 集 ,所 以 可 列 点 集 是 一 需 集 . 
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定理 3. 贡 帅 集 M 是 靖 守 钱 多 (7 的 和 二 . 避 术 ,党 Ti=0 


ae 


CCMT >M—&, 
庶 裔 ” 先 设 村 二 厂 十 荆 十 一 十, 对 座 很 小 的 正 数 6, 了 中 
联 如 上 的 室 于 : 


1 > | > 0 1 
由 定理 2 
ht tel = (ttlel > Int .+lI| os 
是 M 之 > 5 || 一 se。 又 因 
< [Inl+.…+|Il. 
故 合 8 一 * 0 ， 咎 ] Ae -十 |Ix|; 
次 设计 三 石 十 十 …: 中 的 砍 数 是 扰 限 的 , 因 厂 十，… 十 TCM. 
履 丰 等 式 
[十 二 | 大 | eM. 
对 放任 总 正 整 数 下 成 立 。 因 之 ， 了 下 天 | 过 对 ， 人 然而 其 中 的 不 等 号 
是 不 窒 实 现 的 , 故 必 了 iIx| = M. 
最 后, 当 芯 大 时 , 团 集 [| 十 [Zz 十 … 十 17x1 的 外 测度 
alt+ + 
可 其 过 认 M, 政 对 於 。 >> 0 有 闭 集 C 适合 C > M 一 s。 辟 明 完 办 ， 
定理 4.， 设 0 与 0' 都 基 开 集 , 那 末 
1°. 当 OCM 时 , M0 二 M 一 0O; 
2". OOO’+00=0+0. 
证 明 ”1° .我 们 假设 邮 < % 来 注 明 . 因 六 <0O+M 一 0， 
记 以 诬 朋 


MO+M—0O 
好 了 ， 需 集 0 的 角 集 4 是 一 天 集 , 对 从 。> 0. 和 后 定理 3,0 中 有 


溉 叉 < 通 合 _ 本 
CC>O 一 5 
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志 末 ,7r( 和 ,CC) 守 0， 由 定理 2， C+-M—-O=M-O0O+C 0O+C 过 六. 
故 
M0'— < 十 M—0. 
全 s 一 0, 即 得 好 >+ 开 一 0. 
2°.0 或 0' 篇 时 , 急 待 证 朋 . 今 设 O 过 0,0'< 过 00, 由 1° 
OO0=0+4+0—00 - O00’, 
人 一 00' + 00 =0.. 
相 加 得 2". 苹 明 完 沧 . 
季 4+B+-AB<A+B. 
证 明 设 04, 0; 分 别 是 包含 4,B 之 任意 开 集 ， 由 2°. 
O44 + Og + O408 = O04 + Og. 
左 稳 大 从 或 等 礁 4 十 B 十 AB, 故 4 十 B+ AB 之 04 十 Og. 
由 是 即 得 所 要 的 粘 果 ,位 明 完 蛙 . 

设 开 集 0 包含 M, 则 由 定理 2, O 的 下 界 等 蕉 让 ,此 可 作 篇 外 
测度 的 定义 . 现在 定义 点 集 的 内 测度 . 

定 闭 设 C 是 舍 在 对 中 的 任意 闭 集 , 称 C 的 上 界 篇 及 之 内 
测度 ,以 型 记 之 ,假如 现 = 型 天 co, 那 末 , 称 姓 是 一 可 测 点 集 其 
测度 篇 1 = 放 

下 述 定理 5 的 1°, 2°, 3°, 易 从 定义 明白. 

定理 和 5。 1°%. 必 之 逆 ; 

2°. 当 BcCA 时 BA4; 

3°, 设 了 = 2 了 M 则 党 MM; = 007 关上 ) 时 则 22 委 开 ; 

4°. 设 开 集 O 含有 M, 则 当 肝 < 之 oo 时 ， 

M=0-(0— MM). 
4° 的 证 明 ” 设 C 是 合 在 MM 中 之 任 一 开 集 , 划 由 定理 4 
C=0- (O00C<0-0-M. 


由 是 得 到 
(1) MO—0—M. 
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对 外 ee 盖 0， .0 中 取 阴 集 DD 使 D>0 一。 驻 取 并 集 卫 基 合 
PcD-- MD,PL<D— MD+s(<O— H+se). 
由 第 一式, D C PD + MD; 故 肛 集 D 一 PD c MY, 内 之 
HW>D- PD>D- PD>0-—e)— (0O— M+e). 
仿 e 一 0, 得 五 IO- 0 一 戏 将 此 桔 果 与 (1) 相 烙 合 , 即 得 4?. 
由 定理 4 的 系 , 和 4 十 上 + 4B 之 和 + 记 ， 赃 内 测度 而 车 ， 踪 
有 下 述 之 
定理 6.。 有 4+ BAB+ 有 4+B. 

证 明 ” 设 寻 集 0 汪 4 二 B, 则 由 定理 5 的 3°， 
A+B+AB= [0-0—-A—BI+(0-0-48. 
然 O-4-B= (0-A)(0-B), 0—-AB=(0—A) + (0—B), 

此 两 集 外 测度 之 和 ,由 定理 4 的 系 ,等 於 或 小 雁 
OO 一 A+0—B. 

所 以 4 十 B+ 4B 宇 (0 一 0 一 4)+(0 一 0 一 4)=4+B, 
媳 明 完 尝 ， 

因 A+B+AB<A+B,A+B+AB>AB, 故 由 
定理 5 的 1°, 得 

定理 7、 若 |4| 鼻 1B| 都 存在 , 则 14 十 B81 与 14B| 也 都 存 
在 , 且 


[4+BI+|AB| <IAI+ IB|. 
由 定 闵 , 室 扰 沦 并 阴 , 是 可 测 的 ,其 测度 篇 各 “ 混 ” 的 乘积 ， 需 
集 也 是 可 测 的 ,其 其 度 等 式 o。 由 定理 5 的 4° 开 集 是 可 测 的 . 折 
而 广 之 , 若 开 集 0 含有 可 测 点 集 M, 那 未 
MI+10 一 MI= 10|. 
又 若 开 集 0 含有 点 集 M,， 则 当 再 十 可 二 页 = 10| 时 , 从 定理 5 
的 40, | 机 | 必 存 在 ;由 是 可 知 当 并 集 0 包含 用, 击 集 
民 奥 OO 一 以 


同 暑 可 测 或 都 不 可 测 . 
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下 这 十 定理 ,其 强 明 同 庆 让 粮 上 上 的 点 全 . 
i 若 |41|… |As|,… 此 存在 是 AiA; = 0 关 7 了 ) 则 
[|ZA,| 一 之 | 4z| . 
让 车:| 委 |, | 4,|,… 此 存在 期 Ax 与 24 部 是 可 测 点 集 薄 且 
[Ar| 2 1Azrl. 
iii 裔 A41c Asc.…,4 = hk;, IM 当 |44| 存 在 蛙 ， 
|4| = lim |Azr|. 
iv， 设 4 二 4, 写 …, 则 当 |4x| 存在 时 ,lm |Ar| = |I144l. 
v， 若 41, 4,,… 都 是 可 测 则 iim 4。 与 lim 4 也 都 是 可 测 点 
集 , 且 


llim 4 < lim| An|, llim A,l > lim |Anl. 
事实 上 , D, = 4,4,n… 办 VV, 二 4, 十 4,n 十 … 都 是 可 测 
点 集 ， 由 
| 也 ,| 14,|, |V,| < 14,|， 
知 lim 4, = 3D, 与 lim V, 此 篇 可 测 , 且 知 作成 立 . 
由 以 上 庄 定 理 , 知 下 述 定理 篇 成 并 。 
定理 38， 室 间 可 中 之 小 雷 耳 昧 集 , 是 可 测 品 集 ， 
8. 可 测 画 数 ” 设 jz) 的 定义 区 是 M. 对 从 任何 实数 C, 点 集 ， 
MI(C) = (f(x) > C) - M 
常 篇 可 测 的 话 , 稳 1(*) 是 一 可 测 画 数 . 
定理 1。 上 述 可 测 画 数 的 定义 中 的 点 集 MC) 可 取 下 列 三 个 
OO 
M2(C) = (f(x) < C) ,MC) = (fr > 0), 
Mi(C) = (f(x) < 0) 
中 的 个 来 代替 ， 可 济南 数 的 定 闵 区 必 般 可 测 黑 集 . 
流明 考 Kx) 是 -- 可 测 点 集 . 因 | 
M = Mi(C) 十 Ms(C), (1) 
所 以 M;(0) 是 一 可 测 点 集 。 假如 M4(0) 对 於 在 fcC 是 可 测 ; 那 末 
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从 
M= M1) + Md(2) + MA(3)+: 
知 定义 太 及 是 可 测 , 双 由 (1), 知 M1(C) 半 太仓 们 纪 ,是 可 测 ， 所 以 
定义 中 的 Mi1(C ) 可 用 4C) 代 替 ， 
其 次 ， 若 MM:(C) 常 篇 可 测 , 虽 由 M= Ma(1) 十 Ma(2) 十 …， 
知 必 是 可 测 后 .又 由 
M = MC) + Ms(C), (2) 


知 MC 对 从 任何 C 是 可 测 的 . 由 是 可 = as( C + 二)* MAC) 


是 一 可 浏 点 集 , 因 之 , 通 集 
五 | . 五。 万;… SE(C) 
是 一 可 测 点 集 ，B(C) 就 是 适合 Kz?) = C 的 一 切 z(2E M) 所 成 
之 集 , 所 以 
Mi(C) — E(C) = Mi(C) 
是 一 可 测 点 集 , 因 之 f(x) 是 一 可 测 画 数 , 故 定 靶 中 的 Mi(C) 可 用 
Ma(C) 代 它 。 假如 BC ) 常 需 可 测 , 那 未 
M = Ms( —1)+ Ms( — 2) + Ms( -- 3) + 
是 .一 可 浏 点 集 , 由 (2), Ms(C) 了 岂 常 篇 可 测 ; 因 之 1(2) 是 一 可 测 丽 
数 ， 所 以 定义 中 之 Mi(C) 也 可 以 用 Ms(C) 代 准 . 证 明 完 蛙 。 
条 ” 巡 粹 画 数 (x) 是 一 可 测 画 数 . 
证 明 因 Ms(C) = (f(x) 之 C) 是 一 闭 集 之 故人 发明 完 蛙 . 
折 而 广 之 ， 一 切 牛 连 种 画 数 都 是 可 测 的 ， 此 事 售 在 下 沪 定 理 中 ， 
定理 2。 在 可 测 点 集 W 上 所 定 族 的 非 莫 函数 六 x) 是 一 可 测 
丙 数 . 
` 体 明 ”由 第 五 章 83 的 定理 3，Mi(C) = M(f(z) 之 C) 关 众 
MM 是 一 波 雷 耳 点 集 , 所 以 M1(C) 是 一 可 测 点 集 ; 办 之 f(z) 是 一 可 
测 商 数 . 营 明 完 香 。 
定理 8。 裔 雇 (2),…，fi(x) 在 取 上 都 是 可 测 的 , 那 末 
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Gx) 一 : max(F 办) 和 g(x) = nintf,, "fp) 
和 都 是 可 测 画 数 . 
证 明 ” 记 上 述 之 Ms(C) 篇 太 p(f,c) 那 未 
MI(G,C) = Mi(fh, ce) + + Mf,c). 
右 光 各 项 都 是 可 测 点 集 , 故 MI(G,C) 是 可 测 的 , 因 之 G52) 是 一 可 
测 画 数 ， 所 以 
g(x) = —max( — fl,., ~— fr) 
世 是 可 测 画 数 . 广 明 完 举 。 

系 假如 f(x) 是 可 测 的 应 ,17(z)| 也 是 可 测 的 。 

证 明 ”着 是 因 篇 |f(z)| = max(1(z)，- 六 z)) 之 故 . 叙 明 
完 浴 。 

定理 4， 有 限 个 可 测 画 数 之 和 奥 积 都 是 可 放 醒 数 . 

和 公明 ”对 於 两 个 可 测 画 数 九 z),9(z) 来 性 明 好 了 . 设 6 关 0, 和 从 

Mf +t eo,c) = M(fe 一)， 
M, (f,5) (0 >0) 

Mi{€f(%), Cc) = ° 

Wa (fF,5) (0 < 0) 
c 
知 f(z) 十 C0 和 与 Cf(X) 都 是 可 测 太 数 . 设 7,7.,… 是 有 理 数 的 全 
恰 , 奢 末 
MG — 9,c6) = DS) Mf, oz) Ms(g -+ ce, re). 
k=1 

所 以 FLz) 一 0(02) 是 一 可 测 责 数 ， 因 之 Hz) 十 g(x) =f 一 (一 g) 
是 一 下 油画 数 。 

设 c 之 0, 则 因 MM(c)= MjMe)+M(—fMe), 
MA( 扩 ,6) = MH, 政 了 ( 扩 ,e) 和 Mi( 玉 ,一 0) 都 是 可 测 点 集 ; 所 以 
司 测 画 数 的 于 方 是 -可 测 函 数 , 因 之 

fg = 21(f + gy — (Ff — 9)" 
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是 一 可 测 醒 数 ,发明 完毕 . 

设 方 (2) 户 (2) … 都 是 到 上 的 可 测 画 数 , 划 其 上 界 画 数 

F(X) = lim max {fi(2%),*…, fu(X)} 
也 是 可 测 的 , 得 是 因 篇 和 (了 ,0C) = MI(f, 6c) 之 故 。 所 以 下 界 
画 数 
jz) = lim min{ 户 (2 加 (2)} 一 
一 
也 是 下 测 的 . 级 Fu(z) 是 (XY), fn(%),… 之 上 界 画 数 , 则 得 可 
测 画 数列 本 (x ), Pa(z)，…。 因 
F(X) > Fri(%), 

{fm(2)} 之 上 限 画 数 Tim f(z ) 就 是 {了 mn(%)} 之 下 界 函 数 lim F(x)， 
所 以 是 一 可 测 画 数 ,过 样 ,得 到 下 面 的 

二 再 5. 可 测 画 数列 之 上 限 丽 数 ， 下 限 画 数 , 上 界 画 数 , 下 界 


so oe ® * * 1 ee 。 


一 一 im max! 一 万, 


人 


强 明 下 站 二 秆 面 数 是 收 化 过 和 而 数列 的 查 限 珊 数 ， 所 以 是 
可 测 画 数 , 采 阴 完 举 
定理 6， 设 在 (a， 5) 上 f(x) 是 一 可 测 丽 数 , 那 末 济 画 数 
D+f(z), DFI Df(F), DF) 
都 是 可 测 丽 数 。 
证 明 发明 DA+f2) 是 一 可 测 画 数 好 了 . 设 p 之 0 训 
f(z + kh) — f(x) 
天 。 
对 施 6 一 疡 << o 的 上 界 篇 fo(7X), fo(*) 篇 p 之 增加 丽 数 ， 
lim fo(%) ~— D+f(w). 
由 是 ， 国 定 p, 例 明 fp(x) 是 2 之 可 测 画 数 就 够 了 .现在 要 屋 明 
M1(j,; 0) 是 可 测 蹦 集 。 置 F(z) = 用 2) 一 C7 , 则 
F(Z) = f(r)— ee, M(fo ce) = MPF,, 0O). 


而 好 hh, 0) 就 是 适合 关 全 


(7z) 三 上 界 F(% 寺 h)>F(2) 
0<h<p 


之 一 切 ZX 所 成 之 点 集 , 要 说 Mi2 一 了, 0) 是 可 淹 , 媳 明 9(%) 是 一 
可 测 商 数 好 了， 证 是 因 篇 (7Y) 是 本 测 之 故 ，H 和 站 嫩 明 9(X) 是 一 
下 千 巡 种 丽 数 就 够 了， 这 就 是 膏 我 们 要 订 朋 :入 Xs。 一 72 叶 ， 
lim 9p(%,) > PL). 
对 认 。 汪 0, (xX, X 十 p) 中 必 有 如 下 的 二 ; 
F(E) > R(X) — é. 
取 六 其 大 , 当 僵 N 了 时 ,可 使 om 一 ao 十 2 成 立 , 由 是 
pt) FE) 人 292) — s(n > N). 

先 合 革 一 co , 再 全 一 0, 即 得 所 要 蕉 的 不 等 式 . 证 明 完 罚 ， 

可 测 画 数 尺 有 如 下 的 性 贤 : 

定理 7. 设 1 是 村 .上 之 一 可 测 画 数 , 央 必 有 陛 级 不 高 於 2 


+ 0 oo ee 0 © a 0 9 0 9 4 


a 


吗 明 设 7 呢 久 都 是 -有 理 数 开 集 0, 包 会 必 .(f,7) 耐 
10,| <| (Ff, r)| + 二 . 
世上 2 = QO(7) = O0203, pw， 则 12| 一 |Mi(F, 了 ) | 。 双 革 ly) = 
= || 207), 则 
[or)| = |M(F,r)|. 
党 7 <7 了 时 of 六 ) 二 ol7)。 故 
< kl1 k\]l. 
M= D(H) -eo(E) | 


仿 作 而 数 刀 (2) 如 下 :党 《| o (上 三 上) 一 (二)| 时 (2)= 
得 M 上 所 定义 一 廿 数列 及 (%)(v = 1, 2,…), 由 此 定 闵 , 当 
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<C<t 
ne 
今 菠 记 (x) 的 阶级 小 於 2. 将 [ ，! ,1] 等 分 篇 2 个 小 区 间 ， 其 分 
点 是 


0; = 二 一 f= 0,1,.., 2F, 
置 9,(z) = wm, 当 7 汪 >1 有 时, 什 
PL) = 05 — sys WE M,(F,, 4;-1); 
Pi(%) = 0, w EM,(f,, 07-1)， 
因 Mi(f,, c)《 62( 有 以 ). 故 由 第 五 章 83 的 定理 1, 有 收 合 於 Vi(zZ) 
之 单调 妙 数 列 , 列 中 任何 阔 数 ,其 除数 小 於 2， 利 
PF) 十 Ha(2) 十 … 十 Jazz 人 2) 三 (2) 
之 阶级 由 小 苓 2. 当 0 一 手记 和 过 0 时 ， 
dA) = 1) = 


由 | 有 (Xx) 一 wz)| 一 工 , 知 记 (zZ) 的 习 收 合 於 六 (0z), 改 户 (z) 之 
阶级 小 从 2， 当 二 是 点 集 


“人 
人 


或 等 从 2 二 上， 所 以 


f,(%) pi). 
单 朝 画 数 有 (XY)(v = 1, 2，…) 的 极限 函数 F(z), 其 阶级 不 高 认 2. 
汕 集 w(7) 合 及 (1,7), 而 此 雨 集 之 测度 相等 ,点 集 
N = to) 一 向 (f,7)} (7 篇 有 理 数 ) 


2 
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是 一 震 集 对 钛 11 一 N 中 之 一 点 5， 有 了 哮 一 之 整数 大 如 下 : 
z CMU—N) E (£1!) _ (£)|. 
. 


此 蛙 之 了 iY) 之 , 太 (2) 一 于 ,所 以 


0 he) 一 Ka) < 


故 在 及 一 入 上 所 (2) 色 煞 认 用 2). 因 之 , 当 %《 必 一 NN 时， 
Hz) = F(X), IN| = 0. 
攻 朋 完 尝 。 
定理 8 本 用 2) 是 器 集 腑 上 所 定论 之 中 3 测 画 数 , 那 末 , 半 雁 


ee 
e000 ?0 0 * +。 


0 IM—C|<s i) fz) 在 C. :是 一 半生 本 数 


这 是 手表 的 定理 ,现在 首先 建立 受 蕊 洛 夫 (Eropos) 


衫 助 定 理 设 及 (XY), fs(X),… 是 睦 集 机上 之 可 测 画 数列 。 若 
lim f(x) = f(x), 
那 示 对 於 任何 小 的 正 数 6, 史 中 有 如 下 的 千 集 双 : 
IE|>|IM|I—s, 
在 如 上 fn(%) 匀 伍 於 太 2)。 
证 明 避 7”>0, 送 合 |1j2z) 一 /zz)|1<<7 之 2 的 全 休息 
五 ,(7)。 
是 五 7) Emr(n) = Mr), RY Mm(y) E Mni(n), 
lim Mn( 1) 一 


设 当 和 2 之 MI) 上 时，| Wo(9) 全 1M| 一 7， 却 未 ， 当 "之 双 ， 
mm 宇 M7)，% 《m7) 时 ,适合 不 等 式 

[ff,(%) — F(X)| < 
的 2 所 成 之 集 的 > 测度 大 於 1 好 | 一 7。 
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置 久 = 2e, B= 下 Me)》 划 
v=] 


IBI>IM -D-IIMi-e 


在 点 集 五 上 ,党 洲 上 大 於 吧 人 时 ,f(z) 一 了 (x)| 之 起 ， 所 以 


补助 定理 成 立 . 
定理 8 的 证 明 ”对 雁 f(z)， 有 附 级 不 超 遇 2 的 了 (x) 与 f(x) 
等 质 : 即 放 中 除 一 堵 集 入 中 之 点 而 外 ,有 (7) 等 有 擒 了 F(Z)。 所 以 在 以 
上 有 过 车 本 数 
Pii(X) (7 一 1,2,，…) 
当 7 了 一品 蛙 , pi(X) 一 pi(X)， 车 XE€M 一 NN = Mo 天 
pi(X) > f(r). 
由 过 戈 洛 夫 定 理 ,名 於 e>> 0, Mo。 有 子 集 名, 在 Eo 上 9, 均匀 收 钱 
於 7, 且 
IM— El 一 5. 


Mo 义 有 如 下 的 子 集训,, | Mo 一 EB, | < 所 2 一 6 作 吾 上 gap 
均匀 收 伺 於 8 贰 
= 五 。. Ei: 五 ，. 0 

划 | 一 吾 |=13(CMo 一 五 )1|<s 疫 CC 是 尺 中 之 一 完全 点 集 ， 
一 C 的 测度 小 从 s, 在 C 上 过 米 画 数 列 9 2 … 匀 钱 於 8,, 所 
以 2, 是 C 上 之 一 连续 机 数 . 文 在 C 上 , 连 芒 函数 烈 pl po … 与 
钱 於 f, 所 以 f 在 C 上 是 一 连 秆 画 数 . 

定理 9。 让 f(z) 是 一 可 测 丽 数 , 它 的 定 闵 原 是 M, 则 允 中 有 
闭 集 Cu Co … 如 下 | 

(i) f(z) 在 同 集 S = Ci 十 Cz 十 … 上 ,其 噶 级 不 过 1. 

(ii) |M| = |S]|. 

证 明 ”出 定理 8, M 中 有 完 至 点 集 Cr; (XY) 企 Cc 上 是 一 巡 


2 
米 画 数 , M 一 C4 的 测度 小 秦 2-*， 在 和 集 
Ci 二 CT… 十 Ce = SE 
上 , f(x) 好 是 连 苇 的 ， 坦 是 由 准 


Ek 
Si(f>0)= DI Cf 0), 
1 


Ek 
Sf EC) = DOF EO). 


见 第 四 童 83 , 定理 3。 点 集 $ = ZC, 上 必 有 江 纺 画 数 户 如 下 : 当 
4 € Sr 等 ， 
(x2) = fr(%), 
此 由 蕉 第 四 章 86. 定理 6. 若 + 《5, 则 limfr(z) = f(z), 赦 在 S 
上 , ftz) 之 阶级 不 过 1。 又 因 
IM— SI=lim|IM- S| =0, 
故 ]M| = 1S]. 
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1. 设 以 CE ， 则 当 开 的 若 当 测度 存在 上 时， MM 的 勤 员 格 测度 
也 存在 ,十 者 相等 ， 
2. 设 必 是 用 2) 的 定 闵 区 ,7 是 有 理 数 .假如 点 集 M1(f,7) 都 
是 可 测 , 那 未 7X) 是 可 测 的 。 其 中 的 用 (f, 7?) 可 用 下 面 的 三 种 点 
集 之 一 来 代替 : 
Mo(f,7), Ma(f,7), Mi(f, 7). 
3. 设 f(7%) 和 与 g(7X) 的 定 族 敬 都 是 衣 , 假如 /三 9 都 是 可 测 画 


数 , 那 末 8) 也 是 可 调 画 数 . 

4. 设 点 集 1 上 定义 着 -- 列 的 可 测 西数 刻 (z)， 户 (2) …，S 是 
及 之 子 集 . 假如 在 S 上 lim 户 (z) 存 在 ,而 到 - S 上 lim 所 (x) 不 
存在 , 屠 末 , S 是 一 可 测 点 集 。 
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5. 设 及 填 个 而 土 的 有 异 贴 集 , 则 必 有 如 下 的 开 集 0 与 并 
集 C，: 


ww 


Cn CMCO,, 
> i 0， 
1 1 
6. 设 CC 如。 CC …, 则 当 和 和 集 EB = ZE， 是 有 界 时 ， 
lim BE, = BE. 


i md 


7. (i) 裔 由 焰 换 x 一 x 十 yY, YY 一 Y 将 年 形 ，4 入 2 入 5， 
c<Yy 和 4 炎 成 平行 四 四 有 形 &, 首肯 情 的 面积 等 认 (0 一 a)(Qd 一 c). 

(这 ) 设 上 ob 一 401 一 A 天 0O, apbic 一 doc 天 0; 菩 明 郝 换 
2 一 00 十 DY 十 OU 一 oo0 十 byy 十 6 可 分 解 如 下 : 


一 将， = AM. 


六 = 0% 所 = Wi 
Yi = 01Y Y2 = Hi 
Ls < _A 
后 一 Ys QD 
‘a 二 VW, u, 
3 2 Y= Ys 
已) 
Xe 二 
Xs = WI 二 6 5 
| a 
25 一 4 Ye 一 -一 3 
Co 
入 一 Ye 1 = X70 
7 一 Yo Y= 和 + 


(这 ) 设 志 是 斑 面 上 之 一 有 界 点 集 ， 黎 过 (二 ) 中 的 独 换 , 甩 杰 
成 到 ,各 明 
E=|A|lE, B=|IAM|S:. 


生 分 


第 一 部 分 获 曼 积分 
1. 有 限 区 间 . 上 的 醒 数 设 i(7x) 是 并 区 浊 a 牵 % 达 5 上 定义 的 
有 限 夯 数 , 认 此 了 区间 [&, 8] 中 , 作 一 组 的 分 点 : 2 Hai = DD 
Wn) 
C= VR Tn = b. 
设 人 wi w(KR=1, 2 …, 3)。 置 max( 人 一 Ze-) = (Nh, 
… wn) 三 56. 作 滋 积 了 (x) (wx 一 or- 之 和 号 三 SC Wn) = 


一 S( i, “ys é,, "sy én) 一 DB FEF) (LE Wh) 


假如 不 拘 Dz …, zs) 中 的 点 如 何 取 定 ,又 不 拘 5, …, 6 如何 计 
取 , 党 $ 趋 近 於 0 时 , lim 8 存在 , 且 有 一 定数 值 , 部 末 称 此 柱 限 什 
篇 f(z) 企 [a, 0] 上 之 禾 曼 积分 ,以 记号 
Bms =/ .f(a 
表示 过 个 桔 分 . 
定理 1， 当 歼 曼 积 分 /7(z)dz 存在 时 ,7(z) 在 避 阳 [4, 5] 


四 有 全 


人 证明” 所 要 苹 明 的 是 : 假如 f(x) 在 [&, 1 的 上 界 是 十 co， 
那 未 F(X) 在 [4&, 0] 上 必 不 可 用 黎 到 意义 来 积分 . 

事 袖 上 , 设 D(X 0) 是 [04,0] 上 之 一 分 点 系统 , 通 就 
是 说 : 


1 ) — 
lim (21™, ，， Ti ) 一 0. 


RFD 
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记 S(zio ai) = E46)(xi 一 0)) 中 的 正 硕 部 分 篇 S， 
1 

负 项 部 分 篇 3$: 

S(21™, ee, TH)) = Si + Sy S1 > 0, Ss 0. 
一 切 f(r)(z 名 一 ZX 名 1) 和 0 的 项 都 在 Ss 中 .7 个 小 匠 关 [2 多 
2 如] 中 必 有 一 个 如 下 的 小 区 冰 ,在 此 区 闻 上 , jz) 的 上 界 篇 十 co 
那 来 存在 着 如 下 的 点 二: 

TE LE YL, HEILEY) — WH) > — Sy. 
因此 S(21"?,…， TH ; 有 pls Es Eph Em) > (Nn—S,)+ 
+ S; = n. 由 是 可 知 积分 不 存在 ， 同 样 可 杂 1(3) 在 [4, 0 的 下 界 
篇 一 品 时 ,积分 也 不 存在 , 苯 朋 完 办 . 

仿 改 jz) 在 [wp] 上 是 一 有 界 画 数 ， 划 在 匠 间 [zk-b Xk]. 上， 

1(z) 有 上 界 Mi. 下 界 mp， 考 


S 一 S(%, pn) 二 BD) Mls 一 Xi1)s 
1 


Ss 一 六 (201 “yg Wn) 一 SS) mr wh 一 Kr-1) 
1 


增加 分 点 后, $ 决 不 增 大 , S 决 不 减少 ， 由 碎 
MD 一 0)<<S 过 过 MD 一 ah)， 
故 当 5->0 了 时 ,ljimgs 和 1lim S 都 存在 ,但 以 ,mr 表示 了 (%) 在 [4,8] 
中 之 上 界 殿下 界 ， 现 在 苯 朋 极限 值 
as=5f)= limS 和 e= eo(f) = lim§ 
与 分 点 条 入 
人 D(2 7, Tana), (Ws rs Tn) > 0 
没有 并 你 .我们 可 以 假设 f(x) 之 0; 各 是 因 篇 
a(f + p)= a(f)+ Po). 
取 适 当 大 的 常数 b 可 使 十 p>>0. 设 D(wy…,Xw) 殿 D(z,…, zw) 
是 两 种 分 同系 统 , 9,S, S', 8S' 翅 其 所 对 应 之 和 设 
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后 ->5,S->c,G >58' 一 > 
我 们 要 及 5 = 5',7 一 ca 固定? 归 儿 ,由 万 (nm) 所 成 诸 草 
前 中 含有 万 (zu …, 7X;%) 之 分 点 的 , 设 篇 
[z's Ti] 
其 儿 诸 区 六 [%% 和 ,2%"] 都 不 含有 Zi 02， wx 中 任何 点 , 设 f(%) 
在 [X41 YX%] 中 的 七 界 篇 Mi 。 窜 
= SM, (0h), = SM (zh — wi), 
那 未 天 k 
S’ = E+ Er". 
设 6' = max(2 4 -2 加 了 < 之 1w6'M, 5" < S. 由 是 
S’ < neM + S(02 Tn). 
合 6' 一 00, 得 5' 之 S(%,…%w). 再 分 5 一 00, 力 得 5' 世 5. 同 理 
5 人 3. 所 以 5 二 5'. 双 由 
e(f) = —5(—f),0(f)= ~5( ~— 1), 
Ile’ = oa. 
5 和 与 分 点 系 萄 底 无 关 傈 ,而 由 jz)(4 委 2 扫 D) 决 定 , 我 
们 称 5 篇 f(z) 的 上 积分 ,ea 篇 帮 2) 的 下 积分 ， 两 者 通称 闹 打 布 
(Darboux) 的 积分 ,用 下 面 的 记号 来 表 过 过 些 祸 分 ， 


5 = iw)ar, c = /ar. 
定理 2， 设 f(z) 且 [4,5]. 上 之 有 界 醒 数 ,由 脾 时 积 分 


0 


。 讲 明 全 = ss 5, 即 得 


limS=5=¢g, 
人 一 站 


其 诡 ,性 明 休 件 的 必要 性 .假如 f(xX) 的 黎 曼 柄 分 存在 ， 那 末 
对 於 任 - :分 点 条 区 D(X ,Wn)(6 -> 0), 作出 如 下 的 (Xe 
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So zi) 等 数 ， 从 [2 的 机 ， i Ek 的 
0 过 ME 一 (84) 之 二 0 < fnr) ms < 


虽 
PJ (Ob 4), 
Ef(n1) (HE 一 Trl) SC S+ 二 (一 以 )， 

是 ro pb b 

人 f(w)dy </. f(x)d% </ f(x)dx 

然 g 三 5, 故 和 从 上 式 得 着 4 二 5. 

车 有 M6 一 Mp 二 ox 是 际 章 [tw-y Xx] 上 了 (7) 的 拔 幅 , 草 称 
limS —S lim or(Zr 一 zx) ST— 4 


s>0 四 一 bo—a b—a 

篇 f(z) 在 [ac,2] 上 的 平均 振幅 ,由 是 得 

科 1 有 界 本 区 1K(z)(a < “< 5) 具有 你 曼 各 分 的 充 权 全 件 
是 它 的 平均 振幅 等 让 0， 

设 盖 0， 咎 在 攻 闻 [Xx_1， Xk] 上 ww <, 记 各 种 世间 之 长 
wk 一 25- 的 和 篇 

Me) = ME; 0 yo )， 
那 末 eh(e) 委 工 ok( 2 一 ap SE (M—m)A(e) 十 eb—0—Ah(e)).. 
由 是 可 还 
有 2 黎 受 柄 分 存在 的 充 要 休 件 是 当 6 一 0 上 时, Me) 一 0。 
下 壕 定 理 ， 指出 黎 曼 可 积 画 数 的 特征 ,是 邯 具 格 发 明 的 ， 
定理 里 3. 屋子 和 [9 上 且 一 有 午 丽 数 ， 住 此 区 而 中 ， (2) 


站 全 
* 0 0 0 oe ee a 


se 0 :oo +0 0 . 


臣 明 A 要 性 . 设 9 之 0, 7 是 一 正 整数 ， 振幅 
oz 大 从 二 之 一 切 点 成 一 点 集 BB, 由 定 下 工 的 队 2 Bn 可 用 
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测度 小 於 蕊 之 并 集 禾 盖 它 , 那 末 瑟 = 卫 Bw,|B| 小 座 允 6， 8 


是 任意 的 正 数 , 上 所 以 吾 是 -* 零 集 . 

篇 着 要 建 并 条件 的 充足 性 ,我 们 回 租 到 第 四 章 87 定理 3 的 特 
别 情形 : 设 9(z) 的 定义 区 是 开 硬 间 a 委 2 委 8o(2z) 是 9(Z) 的 振 
幅 画 数 ， 假如 w(x) 这 2 在 [a, B] 上 处 存 成 立 , 弄 未 对 礁 任 一 正 数 
s, 必 有 5 二 6(e), 当 |x 一 x | 过 6 上 时， 

19(2) — g(2) |<p+e. 

更 在 从 | 召 | = 0 注 出 积分 的 存在 . 设 如 (e) 表 示 1(%) 的 振幅 
责 数 w(%) 大 於 。 的 一 切 X 所 成 之 点 集 。 (se) 是 达 的 村 集 ， 其 测 
度 等 於 0. 谢 D(z Xo， …，Xn)(6 一 0) 是 一 分 点 条 入 。 在 分 点 
2 ,Tn 和 钥 所 分 成 的 了 区间 

J = [Xr Hx] (k=1,2,...,%) 
中 , 设 其 含有 上 (68) 之 点 的 全 体 篇 A 二 A(x, …, Xn)，A 是 由 有 限 
个 区 于 所 构成 之 一 点 集 , 当 分 点 增多 时 , | A | 有 沽 无 增 ， 极 限 点 集 
A= 1limA 


是 一 需 集 : 若 不 然 , 划 14 | 盖 0. 此 时 对 於 4 中 一 点 ,A 中 有 医 
天 Jx 含 有 #, 因 之 
wt) > 6. 
笋 4 cE(e), 着 是 奥 | 刀 (se)| = 0 相 衡 突 的 . 所 以 | 4|=0. 取 5 
英 小 ,使 14 | 二, 那 未 C(A) = [ao 5 一 A 的 测度 大 於 8 一 < 一 e， 
车 XX《C(A), 姑 w(x) 小 礁 6。C(A) 也 是 由 区 间 所 构成 之 点 集 , 雁 
其 中 之 任 一 了 区间， 应 用 第 四 章 37 的 定理 3, 再 分 它 篇 有 限 个 小 苔 
并 ,使 f(z) 在 每 一 小 区 间 中 ,其 振幅 小 於 
(Pp 十 6= )e 十 6 = 2é€. 
到 样 , 蕉 D(zi,…, X) 添 加 了 新 的 分 占 , 得 新 的 分 目 杀 笠 
DDT, Ts 0 TO = (RN, Hh) > 0), 


从 印 所 得 的 和 是 
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上 
= > wre 一 41). 


» k=] 
其 中 oi 表示 f(z) 在 (z4_1, 2 ) 上 的 振幅 ， 由 是 
limS < eM—m)+(b— a)2s, 
由 於 s 的 任意 性 ;所 以 平均 振幅 等 让 0。 由 定理 1 的 条 1, 知 积分 
存在 . 广 明 完 举 . 
和 县 有 于 刚性 质 之 一 的 有 界 机 数 Kz)(4 < 2 芝 5), 其 


se 
ee 
“0 oo eo +* +», 
* 。 ee ee 。 。 


“0 of 和 F(z)adr. 


条 3 车 月 界 画 数 六 z), g(x) 在 [4,0] 中 的 不 连 粮 点 的 全 体 


CE 


都 是 零 焦 , 则 当 f(z) < g(x) 上 时， 
广 far </ gz)dz. 
转 别 党 g(z) = |f(z) | 时 ,此 不 等 式 成 立 ， 


条 4 设 W% 之 及 (2) 过 了 Mv = 1 2，…， 1, 双 妇 BC go 
°°, Yn) 人 往 队 室 
,之 y, Mv 一 1, 2， ee 7) 


存在 旱 , 登 受 积分 
fee, f», ”3 fr)dz 
也 存在 . 
系 5 设 记 (7)(n = 1,2,…, 0 过 2 之 0b) 是 一 黎 缀 可 积 的 
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分 由 在， 且 
i fh pe 

设 了 (2) 是 在 [4,5] 上 所 定 散 之 一 画 数 , 候 如 对 从 任 一 正 数 。， 

有 6 = 6(e) 存 在 ; 当 
Vx = [ak bx] € [a, 5b], Jp* Ji= 0(k A 1), 

N 
> f(D4) 一 (ar) | 二。 常 成 立 , 那 未 , 称 F(x) 
在 [o， 中 上 是 全 连续 的 . 全 连续 画 数 又 名 经 冯 连 续 画 数 ， 所 以 绝 


对 连 称 绫 函 数 是 -- 连 顷 画 数 .。 3(e) 是 与 s 有关 的 ,现在 设 : = 1， 


一 他 _ 
+1= M,a=% 多 < pn = b, 
(1) 人 


那 末 
1 Fo CO— f(g) | + … + |f(zn) C— fz) 
鸡 於 任 一 分 点 组 (zu V3, ,Xn) 成 江 。 因 此 , 全 这 灶 丽 数 是 一 有 界 
慨 差 的 函数 . 
设 凡 z) 在 [具有 黎 曼 积分 , 那 末 , 称 2 的 钞 数 
FF(z) = /fat a 过 sb 


篇 六 zz) 的 ( 黎 曼 ) 积 分 画 数 , 双 称 乱 黎 坚 不 定 积分 . 若 |f | 世间 H 
让 
Z|F(Xx) 一 天 (2 委 MZOXk 一 0 0 )。 
所 以 不 定 积 分 是 一 到 天 和 续 酌 数 . 至 连 统 画 数 是 -- 吉 界 炎 差 的 函数 ， 
所 以 导数 大 (2) 规 平 刹 厅 在 在。、 帮 zz) 在 [4, 21 中 之 不 连续 点 的 全 
体 , 成 一 零 集 五， 襄 他 E 五 ， 卷 末 ,从 
E(x 十 h) -- F(X) 1 T+h f(r 

1 fbf d+) (1) 

知 把 (72) 存在, 且 等 从 f(z)， 肖 就 是 说 , 当 2 《加 时 ， 
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F(x) = f(#), 

假如 Oz 十 0) 存 在 , 那 末 从 (1) 得 Ps(z) = 了 (Xx 十 0), 同 样 ， 
当 jx 一 0) 存在 时 , (2) = f(z 一 0), 所 以 在 (7x) 之 第 一 种 
不 连 种 点 所 (7x) 不 存在 ， 事实 上 , Fi4(%) 和 (x) 中 都 存在 而 不 
相等 ， 

假如 有 可 以 的 微分 的 范 数 g(x) 适合 9'(X) = f(x), 那 末 襄 : 
1(z) 具 有 原 丽 数 p(7X). 假如 可 积 丽 数 几 xz) 具 他 原画 数 2(z), 那 末 
YY ) 和 不 定 积分 到 (0Z) 的 差 是 一 常数 . 于 就 是 逢 分 的 基本 定理 : 

定理 4.。 在 [4,8] 上 , 了 (x) 可 以 ( 艇 曼 ) 仿 分 站 且 具 有 原画 数 
9(z)， 郁 末 


006) — gla) = fw)ds. 
险 明 设 & = < 之-… 之 wi 二 5b. 利用 中 值 定理 ， 
9(0) — pla) = SIPK) — P251)) = 


= DPE (Lh — rp-1), 
但 Bi 是 (wp zx) 中 的 一 点 ， 因 9 一 f, 所 以 
Pp(D)— P(A) = 之 JS) ~- Li). 


党 5(02， an) 一 0 , 即 得 所 要 的 千 果 . 儒 明 完 礁 . 
可 积 画 数 未 必 有 具有 原画 数 . 例如 f(2) 是 佬 [0, 匡 所 定 闵 的 画 


数 , 当 x 等 只 弃 移 分 数 二 时 ,jz) = 于; 在 无 理 点 x,f (xz) = 0. 
由 是 一 切 无 理 数 ze (0, 1), 都 是 Kz) 的 连 精 点 ,所 以 在 (0, 1) 上 
的 黎 竖 积分 存在 . 但 是 (x) 人 双 等 於 0, jz) 亚 优 原 画 数 . 

具有 原画 数 的 有 界面 数 , 未 必 可 以 ( 获 曼 ) 积 分 ,有 实例 如 下 ， 
发 互 是 [oa 引 中 之 一 朴 朗 于 集 , | 互 | 二 0, 适 村 点 集 的 存在 , 话 见 
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第 七 章 82 的 末尾 .加 9(z) = trsin 一， 设 
PDX)=0 (we 五 ). 
在 五 之 余 区 间 (w B) 上 , p(Z) 的 定义 如 下 : 设 7 是 满足 下 烈 族 关 
傈 之 最 大 的 2 
gz) = 0,9"(%)<0,0<reiP 2. 


党 a 之 42 芝 a 十 7 时, p(X) = g(% 一 a); 

当 a 十 7 二 %< 之 6B 一 7 暑 , 8(X) = 9(7); 

当 B 一 7 人 % 之 hb 时 , 9(%) ~ g(B 一 2) 
现在 改 明 2 (7z) 处 不 存在 . 五 是 一 茧 归 点 集 ,对 慌 吾 的 一 点 2 区 
关 (2Z， 2 ) 中 必 会 有 瑟 的 休 区 间 (c, 8)， 所 以 党 一时， 

99) 一 2(z - 9)1< (2 一 2 

X 一 2 一 人 XC—% 

由 是 24(z) 0、 同 楼 可 葵 9(4) 二 0. 由 是 当 Xx 《时 9'(w)=0. 
在 (ae,a 十 7) 中 ， 


PX) = 2(% — a)sin - 1 一 98 
Ta Ta 


1 一 2 一 0 


了 


1 
5 二 2 
所 以 gp'(z) 在 召 中 任何 点 x, 它 的 振幅 = 2。 因 | 至 | 之 0， 所 以 
9'(z) = KZ) 是 一 不 可 以 ( 柳 曼 ) 积 分 的 有 界 画 数 . 

发 Kz) 是 [a, b] 上 之 一 有 限 画 数 , 党 一 0 时 ， 假如 
Tazo + 和 | = 十 co, 那 末 各 是 也 2) 之 一 扰 限 点 , f(z) 的 无 
限 由 的 全体 五 是 一 开 集 。 假如 对 於 任 一 正 数 *, 有 区 间 ( 有限 个 ) 
之 集 A 造 蔓 召 在 [a,56] 一 A 上 1 网 各 有 和 分 在 在 设 

F(a,, 6,) = [oo 一 


» 


在 (8B 一 7,B) 中 ,9p'(x) = 2(8 一 %) sin Fp 十 eog 


则 当 梅 限 ， 
lim 三/ ”rz)Gz 


141 一 0 
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存在 且 有 一 定 的 数值 时 , 黎 过 个 数值 篇 f(x) 在 [0, 0 上 的 黎 曼 哈 
那 克 ( 互 arnack ) 积 分 . 假如 名 是 一 有 限 点 集 , 全 , 62,…,é&xp 是 如 
中 所 有 的 点 那 未 当 述 限 


S1 一 5: 2z 一 52 
lim (f ”十 fe 十 二 ) 7f(z)az 
st ELID a £14+71 Cc 


Dis, DEO 
存在 时 ,还 个 酸 限 就 是 f(%) 在 [&,5]. 上 的 哈 钞 邢 克 积分 . 当 锯 = 加 ， 
62 二 pp 二 Wk 肝 ,. 上 面 的 极限 可 能 存在 :此 时 称 f(7X) 在 [a, D] 
上 的 柯 西 积 分 主 值 存在 。 柯 西 的 积分 主 值 分 存在 蛙 ， 哈 那 克 积分 
未 必 存 在 ,例如 画 数 
Fo) = 工 ( 一 1 所 2 后 
ww 


在 [ 一 1, 1] 上 的 夸 分 主 什 是 0, 住 是 当 一 0,.7 一 0 了 蛙 ， 


-Ee azx 1027 € 
广 反 + 几 革 =-og 
的 极限 范 不 存在 ， 
假如 AZz) | 租 fz) 在 [4&, 上 的 黎 曼 哈 划 克 积 分 都 存在 , 那 


CE 


的 积分 存在 时 , |/(x)| 在 [&, 8] 上 的 积分 未 必 存 在 ;例如 
11i ,1 _x /sint 
/in 二 dv / ut, 


f111 .1| 
:sin 二 :dz= 
jo 1z z | ™. 


在 [c, 0 的 黎 受 存在 的 上 时候, /2) 的 黎 曼 积分 未 必 存 在 。 例如 党 
4 篇 有 理 数 时 (x) = 1; 2 篇 乱 理 数 时 , f(X)= 一 1, 那 末 | (x)| 
在 La, 2 上 积分 等 其 2 一 4, 但 积分 帮 z) 的 歼 受 俩 分 牙 不 存在 . 

2. 平面 曲线 ” 什 麻 是 平面 贴纸 ? 具有 某 福 特性 之 平面 上 的 点 
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集 是 下面 曲 和 钱 . 下 列 诸 条件 之 一 ,可 以 作 篇 平面 连续 曲 嫉 的 定 六 : 
(i) 没有 内 点 的 斑 面 上 之 连 粮 点 集 ,这 是 做 康健 曲 嫉 . 
(ii) 于 珠 间 在 平面 上 之 连 炉 映像 ,过 叫 做 若 当 曲线 。 
(这 ) 平面 上 束 千 区 域 的 境界 ， 
善 通 所 用 ， 溃 炉 曲 线 的 定义 不 出 膛 三 种 ,但是 过 三 种 连续 曲 
比 , 副 两 相连 , 设 明 如 下 . 
第 四 章 84 中 之 霸 充 空间 的 圳 炉 曲线 是 若 当 了 曲 绥 ,但 是 它 有 内 
点 ,所 以 不 是 康 爸 曲线. 发 
y = sin 二 -1 过 xz 一 0.0 一 > 去 1) 


那 未 (x, 2) 的 全 部 , 是 一 没有 内 点 的 于 集 M， M 是 一 联 烙 点 集 , 假 
如 不 然 . 那 末 必 可 以 分 解 篇 十 了 朋 集 Mi, 和 Mo: 

M = M+ M,, MM,= 0, M20, M20. 
设 x1 > 0, (zx, y)《 Mi, 那 末 当 || 蕉 小 时 ,一 切 点 


(> 十 兄 ， sin = 二 
都 属 从 Mi, 所 以 在 2 轴 右 方 的 ,型 中 一 切 的 点 都 属 从 M 同样 可 
妖 芭 的 点 在 y 轴 左 方 的 话 , 它 必 有 属於 Ma M 在 轴 上 之 一 切 点 : 

和 一 0， 一 1 委 1< 委 1， 
都 是 履 ; 的 极限 点 ,也 是 M 的 醚 限 点 ,所 以 属於 MM,, 着 是 矛盾 . 
因此 以 是 一 过 各 点 集 ,是 一 康 魏 曲 钱 . 但 是 M 次 非 若 当 曲 栽 . 假 
如 不 然 ,应 该 有 连 粮 丙 数 g(t), w(t) 如 下 : 

z= 9(t), y= yt), (ote B), 
避 是 点 (9(t), w(t)) 的 全 体 . 假如 [a 如] 对 应从 六 中 2 之 0 的 一 
切 点 ,[t, BP] 对 应 从 路 中 wz->0 的 一 切 点 . 当 二 Yt 一 0 或 th++0 
上 时， 只 得 着 雨点 (2( 加 ) (to)) 和 (9P( 石 ), (如 ))， 不 成 一 个 区 间 
[1,1], 
上 述 彼 阿 诺 的 曲 狼 是 一 车 当 的 爱 种 曲 粮 ,但 决 非 区 域 的 境界 . 
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现在 举例 遂 明 高 域 的 境界 未 必 是 若 当 曲 矿 . 设 有 平面 区 域 G,(z,1y) 
是 G 中 任意 一 点 , G 含有 三 种 点 : 
第 一 种 点 0< wl, sn ZY 


第 二 种 点 X= 0, 1<y< 之 2; 
第 三 种 点 0 二 2X 过 一 1， 一 1<y< 之 2. 
G 的 境界 C 合 有 曲 粮 y = sin 二 (0 过 x 之 1) 和 五 站 粳 分 : 
X=1, sinl<y<2; 一 1< zz 二 1I，2y 一 2; 
和 一 一 1]， 一 1 委 2 委 2 一 1 和 2 一 0 y= —1; 
X=0,， 一 1<yEl. 
C 不 是 一 休 若 党 曲线 
容易 有 明白， 区域 的 卉 界 是 从 康 安 曲线 所 构成 .但 是 区 域 的 卉 
界 而 外 ， 撑 有 别 的 康 妥 曲 态 ， 例 如 五 是 [0, 1] 上 之 一 蔬 朗 完全 点 
集 , 适 合 
ww€E, 0<y<l 
的 一 切 点 (2, y) 成 一 康 妥 曲 米 ,然而 决 非 区 域 的 广 界 . 
三 种 曲 粮 的 定义 ,和 范围 各 有 不 同 ,现在 基色 洲 当 曲 绥 , 加 以 “一 
一 对 应" 的 限制 ,这 就 是 襄 : 平面 点 集 可 以 跟 一 原 关 成 一 对 一 的 连 
态 对 应 的 ， 是 做 若 当 的 音 纯 曲线 .假如 区 好 的 两 端 对 谁 於 曲线 上 
同一 点 , 那 示 称 它 得 若 当 闭 曲 秦 .换血 话 说 :让 p(t) 和 w(t) 是 区 
章 [a, 8] 上 的 连 苇 函数 , 当 了 上 天 志 时 ， 
(Ppt), pt) A (PF), V(t)). (1) 
那 末 xX = g(t ),y = y(t)(a 达 t+ 达 BB) 表示 车 当 和 单纯 有 曲 禾 .假如 
(1) 沪 < 之 tb, a 达 Y 之 BB 时 成 立 ,但 是 
(pl(a), ya)) = (p(B), wy(B): (2) 
的 话 ,X = g(t),Y = w(t) 表 示 若 当 闭 曲 焰 ,证 种 曲 厂 ,就 是 跟 图 


ee eo 3 
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若 沼 的 册 弹 定理 。 任 -着 党 于 曲 能 C 划分 和 而 估 而 个 承 吉 ， 
C 是 它们 的 共通 境界 ， 

曲线 定理 , 初 见 之 於 著 当 (C. Jordan) 的 解析 通论 (1887) , 糙 
若 党 之 后 ,性 明 曲 线 定 理 的 很 多 . 下面 的 全 明 ,是 于 於 非 烈 帕 夫 ". 

设 XY 是 一 直线 , 忆 是 一 折 缕 , 改 2 是 二 与 和 7 之 一 共通 点 ， 
假如 

1) 2 是 一 中 某 址 的 内 点 ,或 是 

2) 2 是 了 之 一 顶点 ,但 是 通 过 D 点 的 两 下 不 在 X 了 之 同一 便 ， 
那 末 称 了 是 了 和 有 7 之 一 正常 交点 . 
现在 先 证 

补助 定理 设 工 与 村 是 平面 上 不 相交 的 雨 折 米 , 而 有 下 列 雨 


i 1, 玫 未 本数 
N(Z,L) (2Z EM) 
是 一 常数 . 
事实 上 , 你 遇 工 的 一 切 大 点 ， 各 作 炊 炎 . 1 上 的 点 2 在 相 隐 
两 炎 态 问 时, NN(2, 工 ) 题 然 不 炙 , 适 是 因 篇 工 与 不 相交 的 络 故 . 


p m’ r 
A 人 -上 

Zo Zi 

9| 5 


1) 人， 中 .再 HHHOB (1950)., 
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邻 设 于 中 之 点 Fo 在 钦 数 492 .上 , S7 是 与 92 相 联 的 欠 稳 , 9p 和 ST 
间 有 4 之 点 2, 假如 和 从 00 与 工 之 一 正常 交 电 ; A, 可 引出 志 的 一 
遵 (但 是 只 有 一 多 ) 在 两 粥 线 gp 与 S7 间 , 那 未 此 竹 蝎 维 焙 Gyal 相 
交 太 一点。 若 不 然 , 9p 与 S7 间 ,二 有 两 遗 径 造 4 点 ,或 咯 扰 一直 
多 过 4( 储 4p 时 Sr 间 )。 所 以 不 拘 情 形 如 何 ， 

N(Zo, L) = N(Z1, L), 


P my r r 
A 
Zo 

7 Zs s | 


稍 助 定理 的 改 明 已 经 完成 。 现 在 改 明 

1 设 C 是 平面 上 之 一 开车 惫 曲 米 , 那 末 C 划分 下 面 至 少 做 十 
部 分 . 

取 坐 标 轴 OY 居 C 之 左 而 不 穿 遇 C, C 和 加 周 下 可 成 一 对 一 
的 连续 将 应 , 设 1 是 C 上 最 左 的 一 骨 , Pp 是 C .上 最 右 的 一 点 ; 多 
对 赚 办 上 之 PD',L ,2' 分 K 
篇 康 加 弧 Ky Ks 设 KyK 半 区 RL 
应 众 C 的 颖 C， Ca 而 C1 在 Cs 
的 上 方 ,在 4Pp 之 疝 , 作 一 炊 米 
nm, mn 和 0, 的 交点 中 ,最 高 
的 是 w， 最 低 的 是 D, 於 mn 上 
取 -- 点 口 ,使 C 在 的 下 方 ， 
县 使 

7(D，C)<<7(D，c) 和 从 0 
到 c 作 折 米 用, 那 未 履 和 C 了 
必 有 共通 之 点 ， 事 实 上 , 很 如 0 n .2 
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7(M,0)=4->0, 屠 未 设 7(Cw Cw)=t(>0),7(c6 Fba + am, oo) 一 
=S( >0), 但 ba 表示 和 从 5 沿 c 到 % 的 (Cc 的 ) 部 分 又 识 有 是 
t, S 中 之 最 小 的 数 。 作 e 之 一 接 网 多 角形 (大 点 部 是 6 的 点 ) 工 ,使 
工 各 渤 绝 都 小 於 且 使 0,5,1,P 都 是 工 的 顶点 ， 设 工 的 顶点 在 
C, 上 的 部 分 折线 是 二 C， 上 的 名 全 打针 是 Ls, ba 上 的 部 分 是 卫 . 


因 志 上 任何 点 旺 C 的 距 亡 小 於 工 -hh, 


2 
r(L, MN) 7r(M, C) 一 2 -1 一 全 >>0， 
所 以 工 和 有 性 不 相安 , 因 
r(Lw CW) 袜 rC CW) 一 于 =t 一 了 之 旦 之 0， 


所 以 工 ; 与 C 不 相交 , 义 因 7(Cz, cb 十 ba + am) = 8 六 所 以 
C0 与 cb, 五 ,am 都 不 相交 . 现在 计算 N(C, ) 和 NN(C, Da) 的 数 
值 . 因 二 的 雨 端 在 m% 的 雨 侧 ,所 以 荆 和 和 mn 的 正常 交点 有 奇数 
个 ， 和 这些 正 常 交点 都 在 C 的 上 方 ( 因 二 与 Cn 不 相交 ), 它 的 两 端 
是 c 和 a, 由 和 宵 助 定理 
N(C, Ly) = N(a, Lo). 
生 站 和 线 am 不 与 Li 相交 , 故 上 式 右 端 等 於 0, 因 之 , N(C, 2) 等 大 
0. 由 是 
N(C,L) = N(O,L) + NC, Ls) =1. 
因 O7 轴 允 在 C 的 左 方 ， 所 以 N(0, 工 ) = 0. 型 和 工 许 不 相交 ， 
故 久 出 祖 助 定理 ， 
N(0, L) = N(C, L). 
左 黎 是 0, 右 下 是 1, 上 式 是 不 能 成 立 的 ,所 以 C 必 磺 六 相交 ， [的 
全 有 明 已 经 完 蛙 . 
在 面 凸 集 奥 一 粮 分 成 -- 对 一 的 连 丢 对 巍 的 ,叫做 单 郑 弧 线 . 
UU， 和 单 耗 弧 姜 涉 能 划分 下 面 知 两 个 (或 两 个 以 上 的 ) 区 域 . 


CE 
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设 0B 是 是 一 昌 炖 弧 糖 ? 和 9 是 平面 pa i | 的 任意 十 点， 7 是 以 
7,9 做 雨 端的 任 ; 意 折 米 ， 假如 瑟 奥 cb 常 有 交点 耶 就 可 六 出 如 下 
的 矛盾 : 著 分 吧 上 地 ,两 者 的 点 可 以 使 它们 成 一 对 一 的 连 矿 对 应 ， 
在 直 缕 思 上 ,点 从 a 移动 到 5 的话 ; 在 ob 上 的 关 应 点 ,也 和 欠 % 移 
动 到 .在 这个 (点 的 顺序 ) 规 的 上 , 先 来 荐 上 明 : 

(时 ) C' 是 ab 上 的 上 ,ac' 不 能 划分 平面 做 雨 部 分 之 C0” 的 
限 点 是 c; 那 末 

( 乙 ) ac 也 不 能 划分 三 面 
做 十 部 分 . 

以 C 篇 中 心 , 作 正 方形 @&， 
入 中 不 合 有 Pp,4 三 囊 |， Qi 的 
周 界 书 必 与 ac 相交 ,oa 是 它们 
最 后 的 交 占 ,所 以 aic 与 站 不 
相交 .又 以 C 做 中 心 , 作 小 正 
方形 Qs, 使 4a 在 Q@ 的 外 部 ; 
aic 必 典 Q; 相交 ,qs 是 它们 最 后 的 交点 , 因 四 是 (让 ) 中 之 一 C 点 ， 
所 以 必 有 折 烤 


LL= 力 … dg 
不 婴 a 相交 ,假如 工 不 奥 ac 相交 , 那 未 ( 乙 ) 成 立 ; 假如 不 然 , 
必 与 azc 相交 , 设 工人 在 Qi 内 的 部 分 是 Pigb Pi; 的 两 端 D2i 和 gi 都 
在 Pi; 上 , 今 司 有 以 pi 和 4 做 两 端的 折 粮 民 ; 好 不 与 ac 相交 ,Pp;， 
qi 两 点 分 PP 做 十 部 分 :第 一 部 分 合 有 点 ov 记 他 做 站 ,第 二 部 分 记 
它 做 了 2， 折 粹 Piqi 划分 @@ 做 两 部 分 ， 其 中 含有 To 的 部 分 记 它 做 
Gz。 qt 界 Gs 没有 共通 的 点 ;事实 上 , o 在 Gz 之 外 部 , 且 aaa 不 
全 一 一 相交 。 
是 集 Ga 一 Qa 是 由 多 角形 所 形成 , 它 和 了 相 接 的 部 分 记 它 做 
RR. 堆 员 是 玉 的 -部 分 的 境界 ，M 1 的 南端 是 pi 和 di, 机 和 Ts 合 
而 篇 R 的 境界 ,现在 司 明 人 不 与 ac 相交 .实际 上 
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M Cc pigi 十 也， McG, (G, 表示 G。 的 包 )， 
oo "piqi = 0 ("LL. a = 0), a Ps = 二 0( 因 中 不 在 ;的 外 
部 ) ,又 因 加 ~ 
Ca ,02 一 0， Oa C Qs. 

所 以 到 . (0 + mc) = M.ac= 0, 贸 之 ; 假如 pq 的 某 一 部 分 
piq; 与 ac 相交 的 话 ,我 们 可 以 作 一 M, 使 用 .ac = 0, 所 以 ae 不 
能 如 分 和 9g. 现在 攻 明 

(两 ) 上 丢 5 一 致 . 

假如 c 天 2，, 那 未 ， cb 上 有 一 点 C 适合 7(C， C0) <r(ac,L). 
由 是 加 

r(ac,L) 守 rac, L)— re, O01) > 10, 

46a 奥 攻 不 相交 ， 返 是 有 背 於 C 巾 的 ， 意义 的 .从 ( 甲 ) ，( 乙 )， (而)， 
知道 ac 不 能 盐分 2 和 94- 

II， 个 如 淹 由 入 C 浊 分 全 从 而 入 9 G， 等 漂 吉 , 半 本 C 
是 任 一 G,(v = 1,2, …) 的 境界 . 

设 G 的 境界 是 所 ,假如 C 有 点 4 不 属於 二 ， 那 示 以 n 做 中 
心 ，7(a, ji) 做 咎 径 ， 作 图 人. 设 C 在 五 中 的 部 分 是 7, 那 末 
六 三 天 一 7. 届 26G EEC, 那 末 记 划 分 2 利 0， 因 之 C 一 7 划分 
2 和 9 ,然而 人 一 7 是 单纯 弧 线 , 它 不 能 蔓 分 2 和 4 ,所 以 了 就 是 C. 

曲线 定理 的 证 明 ”发 上 划分 全 平面 做 Gu G2,…。 又 设 4 在 
G: 中 而 和 不 属 苹 名 = 
二 人 十 了 证明 有 折 栈 
5b.…c 不 般 C 相交 好 了 . 

和 从 作 直 罗 5661, 55b， 
交 C 於 D，b.。 双 从 e 作 
直 米 CC, cc 交 C 放 co cx， 
此 地 561, bs, cu ca 是 最 近 
於 5 或 ?的 交点 ; 它们 的 
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顺序 限 藤 下 烈 汪 重 情 殉 ， 
1y pcipoc， 
2)》 ppacaci， 
3) Dibocico。 
於 最 后 的 一 种 ,把 cl 与 o: 互 换 , 就 和 22) 相 同 ; 所 以 高 
Ci 一 Co， C= 0 ~ 
的 话 , 2) 和 3) 是 同性 里 的 . 折 米 D10bs, ciccs 和 C 的 十 呈 了 6，Psc， 
合成 -并 曲 粮 村 , M 划分 全 和 平面 篇 坊 , Hi, … 等 区 域 . 设 4 属於 
Hi, 从 II 知道 2 和 c 都 是 ,的 境界 点 ， 在 如; 中, 取 两 点 0。 和 
ca : bs 其 近 岭 9, 6s 芯 近 於 6; 使 折 粮 
一 Lbscsc 
属於 卫 ,， 假 如 二 与 C 有 交点 d, 那 末 由 11, 在 4 之 一 更 境 
S(d) Cc H,- 
中 可 得 Gi 的 点 山 ; 4 也 是 @ 的 点 ,所 以 有 折线 (ud w) C 6G 过 个 
折线 (aq, a) 不 导 履 相交 ;事实 上 ， 
McCC+ bbb, + C0,, 
bbbs 和 ccc 都 在 Ci 的 外 部 但 是 出 《日 ,, 4 恒 |, 关 你 
(da) .MM=0 
是 不 能 成 并 的 ,所 以 上 .C0 = 0。 尊 上 明 完 举 . 
曲线 的 长 ” 设 有 曲线 C: 
r= pt); y= yt), (a te Bp). 
於 [fc, B], 作 分 点 4 = 页 < 必 二 所 << 加 = B， 设 而 对 应从 CC 上 
的 点 了,: 
2 = P(t,), Y, = Vt,). 
设 析 黎 PoPy, …, Ps 的 长 是 了 (PP Po …,Pn), 那 末 


LP Pa) = DINVIP(t)— PE D+ ) St 
v=1 
当 PD， "yy P, 多 动 蛙 ， LCP,, ""*y Pn) 的 上 界 L(C) 可 能 篇 co， 假 
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和 如 ZKC) 是 一 有 限 数 , 舟 是 - .有 乓 的 曲 粮 ， 或 证 O 是 一 可 以 休 直 
的 曲 粒 . 

由 於 n 
LP,, ,0 , Py) < >) [| p(t) Pt)|+| yt)—wv(t, 1)|], 


L(P,, "yy P,) 之 max D3 lip(t,) Pt) | ， 
1 


Bi) = ws) |, 


所 以 当 工 (C) 之 co 时 ; 9,y 的 双 亡 差 Ve(a, 有 ), Vo(a, B) 都 不 大 
於 L(C1. 反 明 求 襄 :党 9,y 都 是 有 界 盘 差 的 画 数 蛙 ， 
L(C) < Veola, B) + Vola, B). 
由 是 可 壕 
定理 曲 米 C[z = 9(t),y = y(t), a 志 t 之 B] 可 以 伸 直 
的 这 要 你 件 旺 :9 和 部 在 [o, 8] 上 含有 办 当 过 . 


* 。 so oe 0 0 ss 


* 0 + + 9 0 


Vi(a, 8) < coco， 
连 毯 画 数 未 必 是 有 界 释 差 ， 所 以 连 炉 曲线 未 必 有 长 .例如 巡 
种 曲线 y = x sin 2 (4 魏 “ 委 1) 是 没有 长 的 ;过 人 条 曲 绪 除 在 原点 
而 外 , 妊 处 有 切线 . 
市 长 曲线 CI = p(t),y 一 ua 和 tt 过 8 的 长 2OC)， 在 
怎样 情况 下 , 可 用 公式 
L(C) =/ VP CW vat (L) 


表示 ? 积分 限 礁 牧 曼 意义 的 话 ， 不 能 完全 回答 这 个 问题 ， 下 迟 定 
理 , 俊 仅 平 给 公式 成 立 之 一 充 是 人 条件. 
定理 假如 g(t), y(t) 在 [ae, 8] 中 厅 刹 可 以 微分 ， 那 末 ， 党 


oe 9 。0 +*»* + 


2 (zt)， Wt) 可 以 (可 曼 ) 积 分 的 上 时候 ,公式 (上) 成 江 . 


人 


证 明 设 e= bi < 如 一 有. 设 2 (th)， w(t) 在 [ts-y te] 
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中 的 上 上 界 和 下 界 分 别 是 名, 入, 9x wx; 那 未 ,由 中 值 定理 ， 
下 一 一 一 一 
Dt) vg + LP, ,Ps) 扫 
1 


魏 了， (ty — te) MB 十 Vi¥, 


当 max(ts 一 tx-1) 趋 近 於 0 时 ， 上 式 雨 端 都 趋 近 址 ( 工 ) 中 的 积分 ， 
所 以 公式 成 立 ， 促 明 完 畦 . 
更 在 於 [0, 1] 上 定义 (2): 设 吝 是 [0, 1 中 之 康 安 的 杖 朗 完 
全 点 集 , 骼 末 忆 中 任意 一 点 xX, 具有 如 下 的 形式 : 
= De = (0 Ca， …)， Qn( On 一 2) = 0, 


1 /a Qs Qn | 
在 此 点 xXx_ 上 , 定 f(x) 一 ; (全 十 22 士 2 十 on ). 设 (a,,5,) 
是 芋 之 一 和 解 区间 ,上 则 (Q,, 50,) 的 形式 篇 [(@ 42, … 4n-10, 2, 2.…)， 
(tm, “°° Cai1s 1 ， 2， 2， …)], 当 2 € (Gy, 5,) 时 , 定 f(x) 一 f(a,). 因 


0 届 於 召 , 所 以 


(0) el 2 2 …) = 
fy) 一 了 (时 十 下 十 区 寺 宝生 2 )- 


2%* ntl 
= (和 + ... + 这). 
2、2 27 


由 是 f(a,) = f(5,). 所 以 f(x) 是 增加 连 灶 画 数 : x 从 0 增 到 1 时 ， 
f(z) 从 0 增 到 1。 作曲 粮 
C: y= f(x%), OHOl 
的 接触 多 角 厂 已 , …, P,, 那 未 L( Pi, …, Pu) = 2,， 和 过 是 易 和 从 
12Ca 5)|=1 和 fF(0) = 0，f(L) = 1 
明白 的 。 但 是 当 2 ER 时 ， 扩 (x) = 0, 所 以 W1 + (f(x))? 鬼 平 
处 处 等 从 1，, 从 而 ,积分 (依照 下 壕 勒 贞 格 的 定义 ) 
f VT FO) yds 


之 值 等 於 1 ,而 兹 个 等 认 L(C) 一 2. 
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公式 ( 工 ) 成 立 的 充 要 休 件 是 : p(t 和 w(t) 住 [a, 8] 都 是 全 如 
芒 丽 数 ,( 疏 明和 从 上 略 ). 

同 桩 的 访 论 施 之 礁 空 间 曲 米 C:x = 9p(2),y = y(t), z=X(t), 
a 委 上 < B, 也 是 半 的 ， 半 就 是 膏 :在 适当 的 限制 下 ,C 的 其 C(L)， 
可 用 公式 


C( 工 ) =/ Ip” + w? 二 x2]at 
来 表示 ;去 其 限制 , 那 未 .上 面 的 积分 可 能 涝 有 它 的 意 闵 , 但 是 不 一 
定 等 铃 C(I), 公式 成 立 的 充 要 人 条件 是 : 9, 少 ,x 二 丽 数 都 是 站 对 连 
粮 . 
至 於 曲 面 的 面积 , 较 曲 三 的 长 ,情形 更 和 塌 槛 逢 就 是 谣 凸 体 的 
表面 吧 , 它 的 面积 也 很 允 定 义 。 如 果 说 : ' 西 体 的 表面 积 是 内 接 多 
面体 之 表面 积 的 极限 ， 那 林 屎 有 季 单 例子 遂 明 过 剑 的 定 状 是 不 通 
用 的 . 设 A4(S) 是 图 杜 面 
S: R=1, 0C2l 
的 表面 积 , 将 S 治 其 一 倒 悉 割 开 , 铺 在 平面 上 得 矩形 R, R 雨中 的 
长 是 1 和 2r; 所 以 4(S) 等 於 2r. 将 R 的 一 兆 等 分 篇 rw 部 分 ,他 
让 等 分 篇 nn 部分, 通 光 分 点 作 两 中 的 平行 粮 , 把 等 分 篇 mn 个 
小 续 形 ， 设 其 中 一 个 类 形 的 顶点 是 4, B, CD， 而 对 角 楼 相 交 


F;AB 相当 於 2 -一 ，2BC 相当 礁 二 一 .每 个 矩形 由 其 对 角 粮 分 篇 四 


个 三 角形 , 那 末 R 分 成 4mmn 全 的 三 角形 .把 BR 回 复 到 5 原形， 
以 4mm 个 三 角形 的 顶点 做 顶点 , 作 S 的 内 接 多 面体 , 多 面体 是 从 
4720 个 王 面 三 角形 粗 成 的 ， 设 此 多 面体 的 表面 积 是 4(m, 1n), 那 


末 

A(m,n) = mm. 210AFBC + 2nmAFCD. 
因 AFBC 的 面积 等 从 asin2r -Lsin” .而 AAFD 
m 2 


4n mn 
的 面 杆 竺 其 
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工 . 2 sin 2 | 1 
27 


= Sin | 二 十 4Simn4 地 此. 
hn 


- 十 4Sin2 -和 -sin 上 = 
47n2 2n nN 


所 以 
， 2 4 
A(m, 2%) = 2n sin .4 onsin TT | 十 4 (n sin 区 ) 下 
2 了 nL4 2%n 


14 


假如 ma = nn 一 oo, 那 未 limA(m,n) = z++rn=2x= A(S). 
但 是 假如 m = WW 一 > co, 那 末 4 0) 一 00. 双 设 m ~ m2, 出 
Ama—> Axl + Kn > 27. 


所 以 曲面 表面 积 涉 能 祝 篇 内 接 多 角形 面积 的 极限 ， 过 个 例子 是 酵 
无 巷 所 和 给 的 . 
曲面 S:x= Tu, 0) Y= YU Vv),z = ZY, 9), 
ac< spD， “三 "4 的 表面 积 人 (5) 的 公式 是 
(902) 0(2 2) /90(%, y) 
A(S) -人 f/: ' O(u, v) ) +(5 2 二 (的 | dudv. 
但 3 2 表示 fg。 一 fg。 当 阵 用时, 此 公式 须 加 以 严格 的 限 
制 , 和 白人 不 待 阁 .天 伶 近 些 问题 的 研究 , 拉 多 " 著 人 “长 和 面积 ”一 书 ， 
收 吹 蝴 富 
3. 黎 曼 -斯 帝 捷 积分 设 f(x) 和 ca(z) 是 [ac, 0] 上 所 定义 的 两 
个 有 和 党 画 数 . D(X 2 ) 是 一 分 点 系 芒 : 
= tr) = MAX(TE — Tp) 0, 
设 Zi s < xze(5=T2,…,72)) 置 


S 一 S(z, Tn) = 会 ,FEr)[a(zu) 一 a( Zp-1)], 
k=1 
党 3 一 0 时 ,假如 lims 常 存在 且 有 一 定 的 数值 , 时 未 称 此 极限 值 


1) T. Rado, Length and area (1948 ) 。 
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是 Fa) 在 [@， 1 上 关 答 a(x) 的 乏 二 靳 沁 久 各 分， 用 本 训 


oe .0 ee 


limS = ~ f(s)da() (1) 


下 示 吃 .这 种 积分 首 先 由 斯 帝 掩 "创造 | 造 , 当 <(z) = z 时 , 就 是 黎 曼 
积分 ， 斯 帝 捷 证 明 假 如 f(7) 在 [&,5] 是 连 粮 的 , 屠 末 当 a(#) 篇 一 
增加 珊 数 桂 ,(1) 必 存在 ,下 述 定理 的 前 牛 是 簿 个 粘 果 的 拓 广 。 

定理 1。 设 Xz) 是 [o 0 上 之 一 连续 画 数 , <(Z) 在 [0 61 上 


0 


pb b 
Pr f(%)da(x) gf d(xz)df (x) 
都 存在 ,两 者 之 和 等 从 f(b)a(5) 一 (0)a(@); 


so os 


广 f(z)da( x) + azjdf(z) = f(b)a(b) ~ fla)a(a). (2) 


公式 (2) 叫 做 分 见 积 分 的 公式 ， 

证 明 有 界 克 分 的 丽 数 «(72) 是 两 个 增加 画 数 的 差 , 所 以 假设 
af2Z) 是 一 增加 画 数 来 症 阴 定理 1 好 了 。 设 Me， mw 是 f(x) 在 
[zx yi 中 的 上 界 照 下界 , 那 未 
> mela( wk) 一 ap CIR, tn) SC 


k=1 
所 会 ,Mafc(ze) — ol Xi)]. (3) 
唐 ?< 之 之 ww ,f(zX) 在 EY,%] 中 的 上 界 和 于 界 是 要 ,1m'; 在 [2 


xz] 中 的 上 界 和 下 界 是 M”, m”, 那 末 
max( 有 M”){[a(X”) — a(¥)] > [M'(a(2') 一 c(X)) 十 


+ M’(a(x”) — a(x’))], ( 4) 
minf(?72 972 )[e(z ) 一 c(2)] 扫 [oa(zZ ) -— «(2))+ 
十 1 (ef 和 ) — a(w’))]. 《42) 


1) Stie] tjes cs (1894). 
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由 是 可 知 (3) 的 右 端 S 决 不 因 分 点 卉 多 而 增 大 ， 3) 的 左 中 Ss 决 不 
因 分 点 卉 多 而 减 小 .所 以 把 DO02， …，zr) 中 分 于 逐渐 增 多 ， 当 
5 一 0 时 , S 和 S 都 有 极限 . 因 f(x) 是 一 十 秆 画 数 ， 所 以 对 雁 
e 0， 有 5o 党 党 965< 0 了 时 ,4 一 Me<Cs. 和 从 


0 去 3 (ME mp ) (a( zh) —a(2hu)) < efa(b)—a(o)] 


得 
(n) 全 (na) 一 (2%) 二 
tim But mi (a( XH) 一 a(2h)) = 0, 
因此 lim S(xz0,…, x 名) 存在 ,其 值 等 於 
lims = lim S. (5) 
全 一 0 65>0 


置 5 一 有 (zin ee 2 ) ， §, -5 (vi), ， 2 )》 。 设 vi™), 
，2Z8 与 2 … ,zt 的 全体 一 一 做 大 小 的 顺序 一 一 是 2 多 )， 
“0 Re) 记 
S = S(z0,., ZH), 64 = max[z% — Ti](7 = 1,2). 
nh 
同样 作 S91, So, S. 由 ( 生 ) 抠 (4) ， 
Sr<S<S 一 Se (k=1,2)., 
由 是 |S1 一 S| 二 |S 一 S|+|S—5,|< (SS) 十 (再 一 9)， 
当 6' -0,6” 一 0 时 , Si 一 S, 一 0. 利用 (5), 得 着 
lim Si = lim Si1, im 8, = dim S,, 
因此 lim(S5, 一 5,) = 0， 所 以 lim S 的 数值 和 分 点 采 葡 无 丽 傈 . 
到 就 是 性 明 积 分 
6 
i= f(x)dals) (6) 
的 确 存 在. 总 和 = 0,5Sn+l = 二 5. 放 司 等 式 
n+1 


> — f(xXk-1)] tO f(r ) [er) oate)] 一 
= f(b)a(b) 一 f(a)ala). (7) 
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他 6(a, ,an) > 0, 左 和 让 第 二 项 趋 近 雁 积 分 (6) 所 以 第 一 项 的 
极限 存在 . 从 (7 ) 得 (2). 辟 明 已 尾 . 
系 住 原因 “人 2 全 b 上 f(x) 是 一 有 界面 数 ,a(X) 是 一 单调 


* eo + e+ 


lim 立 {ME — Me) (a(WE) 一 cp )) 一 0 (8) 


双 夫 任何 分 点 系 入 D(z …, za)(6 -0 成立 ， 
证 明 ” 休 件 的 充足 性 . 从 (3) 知 (8) 舍 有 极限 (7) 的 存在 ,所 以 
(6) 存 在 . 
休 件 的 必要 性 ,和 从 [zx Xk] 取 定 如 下 的 两 点 Sp, wk: 
My — fH(ér) < e, f(y) — Mr < 6. 
那 末 (Ms — f(EF)) (a( tk) —a( wi) ZF yr)— mr) Ca( vr)— 
一 <(XZj-1)) 都 小 於 s(a(D) 一 a(4))， 由 假设 积分 (68) 是 存在 的 ,所 
以 (83) 成 并 ， 苯 朋 完 
两 画 数 灰 Z) 和 (zj(a 入 2 委 D) 都 是 有 界 麦 差 的 了 时候, 积分 
(90) 未 必 存 在 . 例如 
Hz) = z(0 巡 z<1)，Fz) = 2+ 1 < 2), 
a{(%) 一 00 过 2< 1)，c(2) 一 工 (1 之 vw 过 2). 
那 未 党 =1 是 一 分 是 X# 上 时, S(W…, Wn) 等 把 Sb， 假如 Xx- 之 
< 二 Xp,Sw 之 1, 财 未 
S(T rs Hn) 二 (十 1)(Cc(Op) — a(Wr1)) = Ep+ 1, 
当 8 一 0 时 été&x 王 1, 所 以 S(%1…, zx) 的 上 限 等 扒 2, 下 限 等 於 1. 
定理 2。 设 [4， 人 外 是 1%) 和 el) 的 定义 隐 章 ， jzZ) 是 一 有 


oe 0 ss» 
© 0 © 0 eo eo vw . 
ee 


lim > la(wx) — a(Xe) | = 0. 


wD 


证 明 设 4 = 一 20o 忆 人 < …<0r 一 b, My 一 Mp = Wh 
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S( 01， 一 > (Tp 1) | 


作 六 ， “7 fn 如 下 : 当 a( wr) 一 ap_1) 之 10 是 ， 定 六 三 M,; 当 
xxzb) 一 cap)<<0 时 , 定 廊 = xz。 置 


S(zu …，zn) = frlalzr) — a(xx)]. 


双 作 方 ,…… 疡 如 下 : 当 azp) 一 az) 全 0 时 太 = my; 党 
a(2p) — (Kxi) 之 0 尘 , 定 把 = 4 里 


S(Ki, ,Ym) 一 SFLat Yr) — a( wr-1)], 


那 末 S(t yzn) 一 SY za) = S(z zw)。 党 积分 (6) 
存在 上 时, limS = lim S,S(zw,…, Xn) 一 0. 设 s 放 0,w 之 0, 那 
末 必 有 如 下 的 正 数 bo: 当 8(z za) 过 66 时 ， 
与 (2 Wn) < Een. 
由 是 ,对 堆 通 合 ok 之 w 之 ,把 wx |a(zwx) 一 c(2x 1)| 诸 项 相 加 ， 
得 
Dy) 1alz:) ~ (vi) | < en. 


wh 
合 ce 一 0， 就 得 着 定理 3 中 的 人 条件 . 
其 次 , 订 明 人 条件 的 充足 性 ?， 革 於 。 > 0. 7 > 0, 由 假设 , 必 有 
6: 当 90 ro) < bo 时 
2 |a(xzp — a(xe)| < i. 


p> 
於 [xp-isxxj ,加 入 分 点 邓 入 中 的 分 点 
Xk-t = Xik < is <x = Ap。 
i 
那 未 f(Ez) [azp 一 alxt 1)] = DB' fC87) [a (Cx)) -a (x _1)]. 
le 
次 1 C=， 如 


2 数论 


从 1h 
Si 一 S(T ees Tn ) = 位/ 之/ Le ) 一 A(Ee)] [ac(27 ) 一 


一 1 v= tk 
一 a( 汉 1)]。 它 的 克 蚤 值 小 套 7 了 |a(x5) 一 a(7,_1) | 十 (M 一 mr)e. 
设 是 a(x) 的 至 燃 差 , 那 末 ， 
{S(Tm) — SK, Ka) | V+ AMO— Mm). 
s 与 是 任意 的 正 数 ,所 以 当 65->0 时 lim S(z,,…, x;) 存 在 . 
设 站 (co pw， 4%) 和 D(x! ，…, x ) 是 两 种 分 点 条 烷 。 用 
Sj(wi ,on TH7)) = Dy Mela( rh) 一 cz)](7 = 1,2) 
等 记号 ,如 定理 1 的 体 明 ,和 从 
[3, 一 S, | 扫 (S 一 S1) 十 (5 一 S2), 
知 lim S, = lim 5,, 所 以 积分 (6) 存 在 ， 莅 明 完毕 . 
下 述 定 理 是 容易 明白 的 : 
定理 3， 设 a( 2) 在 [w， 2 是 有 界 帮 者 的 画 数 .又 屋 连 粮 画 数 
列 记 (zx), f(z),… 在 [&,58] 上 色 煞 认 了 (xX), 那 末 
b b 
mm ju(z)da(z) = 人 7z)datz) 
定理 4 讽 alw) 是 [4, b] 上 上 之 一 有 前 杰 六 的 本 数 ， 7(Z) 表 


A fix)dals), Pia 

都 存在 时 ,171 委 7 且 |71 委 天 7Y(D)， 

证 明 设 a(%) = a(%) 一 ax(X), a(%) 俩 as(7%) 是 如 下 的 两 
个 增加 画 数 : 

V(X) = a(%) 十 oa(2). 

和 从 | ff(&k)( cz 一 a(Z)) IIEp) | V(x) — V(x)], 
得 j7i 达 7 各 | 711 之 KV (5). 种 明 完 星 。 

4. 高 度 空间 中 之 禾 曼 积分 设 M 是 % 诬 宏 浊 7, 中 之 一 区 域 ， 
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Hx) 是 企 M 上 所 定义 之 一 有 限 正 丽 数 (f 之 0 讼 8(f, M) 是 


# 十 1 度 窒 间 Eri 中 之 点 集 , 乃 是 具有 下 述 性 贯 - 切 点 
(x1, X2» MM ,za Xml) 


的 全 钵 : x 二 (xi,… xs) EM,0 委 xot 魏 Fr 称 8(f,M) 篇 
1(x) 的 直射 笨 ， 如 依照 基 种 测度 法 Ent 中 贡 集 的 测度 一 一 
Q (f,M) 具 有 测度 pg， 那 未 说 : Kx 在 M 上 关於 过 种 方法 是 可 以 积 
分 的 ,用 记号 


下 =|, fr) ax. 


表示 过 个 积分 . 说 明 高 度 空间 中 的 歼 蝇 债 分 之 前 ,首先 谨 
Elz 之 1 中 之 若 当 测度 
设 M 是 E, 中 之 一 有 界 点 集 , 那 末 有 有 限 个 开 室 站 …， 六 掩 
昔 M, 称 
[T+-…+ [Ix| 
之 下 界 篇 M 之 车 当 外 测度 ,用 MM 表示 宪 . 又 秦 { 中 , 取 不 相 邓 的 有 
限 个 阴 室 厂 ,- ,Jr， 移 


nl + [I+-- 2 
er 内 测度 ,用 MM 表示 写 . 二 Md 时 称 M 具有 若 
党 测度 MI = M = MM. 说 | 丰 在 加 和 让 


向 定 闵 昂 知 国 的 定理 直立 

定理 1. 设 MCE,, 剧 

Go 入 Ms 天 

G》 殉 等 认 M 之 包 的 测度 ,M 等 於 M 之 核 的 测度 ; 


Gi) MM<HNMSY; 
A MC— 以 从 脸 M 之 潮 界 的 测度 . 


® eo 0 +* « 


ee 


设 7 的 定 闭 区 是 E， 计 之 一 其 集 M, 又 次 TCD 时 -有 外 加 
六 (Cr) = maxt f(x),0), f(x) 一 max(C ~ flx),0)> 
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那 未 ;了 2) = tr) 一 丰 (2). 设 后 (2) 和 六 人 x ,的 再 射 钵 
Qf, M), OF, WM). 
(在 空 关 Bwn 中 ) 的 车 党 外 测度 和 内 测度 是 
OF, M), DF-, M), Bt, M), 8.7-, M). 
称 2(ft,M) 一 Qf- 村) 篇 F(X) 芷 及 上 的 黎 上 过目 柄 分 ,9(f+,M) 一 
一 和 (f, 好) 篇 六 站) 在 虹 上 的 黎 曼 下 积分 ， .上 护 分 昌 下 积分 的 瑟 
号 是 : 


CR)f fde, ‘Bf, f(x)dx. 
假如 等 式 

Bf f(x)as = CR) f(x)dx 
成 立 , 那 未 说 : F(z) 在 M 上 具有 黎 曼 积分 Bf faz)dz。 双 设 : 
f(x) 在 M 上 依照 歼 曼 的 意义 ,可 以 积分 。 

设 闭 室 1 包含 可 测 点 集 MM, 分工 篇 有 限 个 豚 室 Ji …, Jp; 其 
中 任何 南 个 7,, 扰 共 通 内 点 ， 设 f(x) 之 0, 明 
5, = Ml,, 
M, = max f(X), m, = min f(x), 
x€ SB, Sb 


S(61,.., Gp) 之 0 | 6,|, S(61, -…, 9) =m | 56, | . 


作 如 下 的 画 数 下 se(2 ;) :在 5 的 内 点 x%, fo(%) 等 认 M,: 在 6, 的 境界 
点 2 fs(%) 等 於 0， 那 末 ， 
| Bf foe(r)adxr = S(6, +, 6). 
双 作 如 下 的 画 数 Hz) = S(x, 了 ; 六 ). 由 於 1(7) 过 Mi, 知 7 的 直 
射 体 80, 及) 的 外 测度 8(f, 内 ) 不 大臣 S(61,…, 6:)。 然 而 当 
$= max(|6|,.……, |6x|)—»0 
时 , 疡 (z) 玫 乎 处 处 赵 近 蕉 几 z). 所 以 
2(1 M) = lim S(60,, 6) 


同 档 可 十 
Q(f, M) = lim s(6,, 82, .…, $7.). 
但 f(z) = 7(z,f; M) 9(f, 如) 表示 8(1,M) 的 内 测度 . 由 是 可 迟 
下 面 的 定理 : 
定理 2。， 设 xw) 是 区 域 玫 (S 吾 。) 上 之 一 有 界 正 值 画 数 ， 那 


四 


未 
of pa a0 mf ee a 


但 zx) = S(x,f; M), 1(7) = T(x,f; M). 

积分 

Bf f(x)ar (f >0) 
存在 的 充 要 人 条 件 是 (7, M) = 8(f, MD). 由 雁 了 > 二 所 以 从 
0(F, M) — 8(f, M) > 2(f, M) — 2(f, M), 
知 积分 存在 时 , 8(f 一 f, M) = 0 过 必须 
f(z) = f£(2) 

认 平 处 不 成 立 。 由 是 可 亩 ， 

定理 3。 设 f(x) 是 以 (《B) 上 之 一 有 界 可 测 画 数 , 歼 坚 积分 


se +* eo eo © * eo ee +* 


af. flw)axw 
存在 的 充 要 休 件 十 了 (x) 在 中 的 不 连续 点 全 钵 成 一 零 焦 . 


证 明 设 2 是 一 常数 ， 那 未 (x) 和 (4%) 十 bp 同时 可 以 积分 
或 同时 不 能 积分 ， 所 以 不 妨 假 设 f(%) > 0 来 依 明 。 由 上 文 所 壕 ， 
可 积 ( 黎 曼 ) 的 充 要 人 条件 是 在 收 上 ,等 式 
S(z,f; M) 一 AFM) 
兴 平 万 处 成 立 ,所 以 定理 成 汇 ， 许 朋 完 举 . 
从 黎 曼 积分 的 定义 和 定理 3, 知道 下 面 定理 4 中 各 项 都 成 立 ， 
,定理 4 (D 玻 5 是 是 局 域 “ 邦 - 了 泽 域 , 汉 入 A 在 六 上 的 黎 


se + 0 9 
4 ee oo oo oe 0 0 0 0 « 


0 
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共通 内 串 (i 闫 7) 天 全 
Kk 
Rf f(x)dr = > 网 flr) dx 
咸 立 的 充 归 条 件 大 中 左下 “个 积分 都 存在。 


so oo 


® 


也 存在 . 
(iv) 平均 值 定理 : 当 (R)/ f(z)dw 存在 时 ， 


[MI M) < (CR) fra < IM Sf, M). 


(v) 党 7 = (RR) 三 fw)dz 存在 时 了 = (RJ)/ 1ftz)1eaz 也 
存在 有 7 J 
(vi) ppg 一 1,2，…) 任 避 上 的 敢 虹 入 分 部 存 区 ,党 


® ©。 oo + eo so ¢e 0 


ef Hz)ds = lim fC) de, 
5. 区 间 画 数 ”起 性 = {1/} 是 一 苞 间 之 集 。 假如 对 锥 N 中 的 
任 一 区 间 了 = [a, 站 ,有 - - 定 的 数量 
f(1) = f(a, B). 
那 末 , (1) 是 在 履 上 所 定义 的 一 个 区 间 画 数 . 区 间 醒 数 可 能 具 
有 ' 多 值 性 '". 例如 了 (x) 是 [0,5] 中 的 一 个 普通 的 ` 实 画 数 , [a, 8] 
是 [4,5] 的 一 个 子 区 间 , &《[a, Bj 的话, 区 间 痢 数 
f(a,B) = (8B 一 af) ass 有 B (1) 
的 值 跟 着 在 [<, 8] 中 多 动 而 多 动 , 力 是 一 个 - -一 一 般 地 吝 一 一 
多 值 的 区 间 画 数 , 此 地 的 用 是 一 切 于 区 间 [a, B] 所 成 之 集 。 
现在 从 到 中 取出 不 相 重 晤 的 有 限 个 7 = [a, PB], 使 其 和 适 篇 


了 
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[&, 0 史 其 中 最 大 区 间 的 长 篇 5 当 5 王 0 时 ,假如 2f(a, 6) 趋 近 
於 一 定 的 极限 和 值 , 那 末 我 们 膏 f(a, 8) 在 [a, 6] 上 可 以 积分 ,其 积分 


NN 8 


f° ie,8) (2) 
就 是 过 个 本 跟 值 lim 2f(a, B). 当 f(x) 在 [4, 5] 中 是 有 界 时 , 则 六 
共 区 向 画 数 (1) 而 音 ,(2) 的 存在 等 侨 礁 歼 曼 车 分 

广 PCz)dz 
的 存在 .假发 f(x) 和 g(z) 都 是 [a, 5]. 上 的 而 数 , 那 示 对 於 区 间 画 
数 


f(a,B) = [g(B) - g(e)]1E)，a < 二 有 (3) 
而 言 ,(2) 的 存在 ,等 价 锥 黎 曼 斯 帝 丁 捷 和 酚 分 
f fw)age) 
的 存在 . 
党 区 各 [a, BP] 收敛 扒 一 点 x 时 , 滋 众 区 则 画 数 f(a, B) 而 车 ， 
假如 
f(a,B) 
B—a 


的 述 限 存在 , 那 末 我 们 就 膏 : f(a, B) 在 x 具有 着 数 . 

二 / 的 右 端 就 是 7 的 左 端 , 则 当 区 间 画 数 1(7) 常 满足 等 式 

f(T+ 上 = f(1) + f(y) 
时 , 称 f(1) 具 有 加 减 性 , 设 f(a, B) 是 一 具有 加 减 性 的 区 间 画 数 , 则 
当 它 在 点 2 具有 汶 数 时 ,和 从 , 
f(x, T+ h)= fa,x+ h)— f(a,s) 

知道 ,过 个 基数 等 从 f(a, 7). 

定理 1 设 区 骨 画 数 f(a， °F) 常 取 正 值 或 0， 在 [oa, 8] 上 可 以 


we 
se 


人 


282 息 枉 数 论 


证 明 一 届 !te 有) 是 [a， oO 中 不 相 重 大 的 有 限 个 古 间 , 其 和 粗 
成 [a 01, 其 中 任 一 区 章 的 长 都 不 超过 5%, 正 量 


Ef(a, B) 过 去 


设 4 夺 XX 之 0, 讲 
F(z)=max 有 apB)， 
Ba<én [apPlcIayz] 

Ef(a, B) 中 的 任何 南 个 (a, B) 都 不 相 重 虹 , 那 未 (x) 是 一 增加 而 
数 , 其 值 小 於 2-*. 因此 F(z) 是 一 与 化 的 琢 数 ， 和 从 富 吏 尼 的 定 
理 , Ps(z)->0. 当 B 一 a 过 5 时 ,成 立 着 

fa,B) -PCB) 一 Fu(a) 

B—a B—ea 
当 (a, 8) 收 全 从 一 由 时, 右 罗 的 极限 兹 平 处 处 存在 , 左 轩 的 上 限 奥 
n 无 天保 ,因此 左 过 央 平 处 处 收 全 从 0， 定 理 识 录 . 

其 次 ,我 们 将 薄 : 党 f(a,B) 在 [4,5] 上 可 以 千 分 时 , 它 必 闪 平 
到 不 可 以 微分 ,在 荐 明 过 个 事 质 之 前 ,我 们 注意 : 常 世 分 三 f(a,8) 
存在 时 ,f(a, 8) 在 [4, 二 的 任 一 子 匠 间 [e, 4] 上 也 可 以 积分 . 事 
实 上 ,对 从 se 之 0, 有 3 = 6(e;a,5), 党 相 衔接 而 不 相 重 是 的 小 区 
卓 [a, Bj 的 长 小 於 6(e;a, 了 ) 时 ,可 使 不 等 式 
f° fa, B) — Ef(a, B) | 一 
成 立 .更 在於 [c,d] 上 作 雨 种 分 法 ,使 其 各 个 小 晤 间 的 长 都 小 於 9， 
记 所 得 两 个 f(a, B) 之 和 篇 (c,d), (CQ). 又 於 [4, c] 和 
[4, 5] 上 作 分 点 ,使 其 所 得 各 一 小 区 间 之 长 都 小 於 6, 那 未 从 
(El@, e) + Be,d) + Ea,0)) — (Ea,c) 十 
十 Zo( c,d) + Ed, 0b))|< 2e， 


得 
[Zc, ad) 一 >(cQ)1< 2e. 
由 收 敏 原 理 , 知 >(e, 4) 的 极限 存 在， 过 就 是 就 , f(a, 有 ) 在 [c, dq] 
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上 可 以 积分 . 局 时 我 们 明白 种 限 并 傈 
lim EZ(c, 4) = 广 f(a,B) 
对 堆 [c, 4] c [a, 5] 是 均匀 的 ， 最 和 后 ,我 们 也 看 到 区 间 丽 数 
[re, 8), a<eLd<s 
具有 如 沽 性 , 它 可 用 积分 而 数 P(z) 求 表 滤 : 
a 
F(d) — Fc) = 人 f(a, BP). 
对 座 e >0, 有 8 = 5(s; a, 5), 党 不 相生 矶 的 匠 间 4 和 … 
1. 的 长 部 小 长 3 且 
六 十 …… 十 4Lr 一 (0， b) 
时 ,成 二 着 | 了 "fia, B) 一 Sf(14) | 一 se 现在 设想 十 种 分 法 , 每 种 
分 法 都 保留 某 些 1; 而 不 再 添加 分 点 , 将 其 余 的 小 区 间 陆 芒 揪 人 分 
点 ,使 其 所 得 小 芳 间 的 长 趋 近 从 0。 对 从 向 者 , f(44) 趋 内 
Li f(a B) = F(bs) 一 Fa). 
由 办 雨 种 分 法 所 得 的 和 f(as, B#)- 一 其 中 有 些 项 炙 篇 PP(Bs) 一 
一 (an) 一 一 之 差 小 於 26; 所 以 
D+ [For Br) 一 (PC8e) — F(ap))] < 2e 
1 
其 中 优 说 廓 一 项 之 前 ,都 可 以 到“ 十 * 邮 可 以 取 " 一 ”， 因 此 
> | f(ax, Be) — (FPF(Br) — F(ar))| < 28. 
由 是 可 知 区 闻 本 数 
g(1) = g(a B) = | fc B) — (PF(B) - F(a))| 


可 以 积分 ,其 积分 之 值 是 0, 由 定理 1 ,极限 
lim 9(% 8B) 
Box ac52 有 一 
炎 平 处处 存在 ,其 值 篇 0. 遭 样 ,我 们 苹 有 明了 下 面 的 
定理 2。 芭 尚 本数 11) 在 [ao 8] 上 可 以 入 分 的 话 , 它 和 它 的 


» 9 1 0 eo 
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祝 信 数 P(z) 般 手记 诬 有 癌 - 导数. 除开 一 个 等 集 中 的 点 ， 假如 


on 


lim fm B) _ = F'(r). 
x 


了 上 式 左 四 是 一 有 限 数 时 ,全 (2) 存在 而 等 套 册 
设 f(2*) 是 [0, 6] 上 的 一 个 有 界 画 数 , 则 得 两 个 原则 丽 数 
g(a, B) = (B — a)min f(x) 
a&xzep 
和 
Gla,B)= (8B — a)max f(x). 
axgreB 
积分 
b b 
/su8)y 和 /Ga, BP) 
是 存在 的 ,它们 是 f(x) 的 打 布 积分 .两 者 未 必 和 相等， 
相等 的 时 候 , f(x) 在 [4, 5] 上 的 黎 曼 积分 存在 ,由 是 可 知 黎 曼 积分 
~b 
人 f(x)ax 
的 存在 ,等 价 於 正 值 区 章 画 数 (8B 一 a)o(f;a,B)= G(a 8) 一 ge 有 ) 
在 [ao, 5] 上 的 积分 等 从 0; o(f3 wm 8) 表 示 f(z) 在 [e, 8] 上 的 振幅 ， 
而 
lim w(f;a, B) = o(%) 
2 
是 f(z) 在 zx 的 振幅 .由 定理 1, 当 f(x) 在 [0, 0] 上 的 黎 蝇 积分 存 
在 时 , o(7) 必 须 烛 平 到 处 等 於 0 过 是 已 经 苹 明 过 的 事实 . 
另 一 方面 ,我 们 也 可 以 用 区 闻 丽 数 的 性 质 ,来 征明 : 当 w(z)=0 
时 b 
时; /ffz)daz 存 企 ,但 f(z) 是 一 有 界 丽 数 .此 时 of; m B) 也 是 
有 界 ,因此 必 有 常数 适合 
2(6) — Q(a) < e(B —a), 
此 地 的 
2(z) = 人 (8 一 ao(1ia 有 ) 
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是 一 不 取 负 值 的 增加 醒 数 .由 定理 2 ,等 式 
(x) = lim wf;o, B) 

在 (4, 2) 中 冯 平 到 契 成 并 。 由 是 (2%) = 0， 

由 礁 8(&) = 0, 我 们 只 要 发明 2(%w) 是 - -常数 就 好 了 、 

点 集 巨 = [4, 8] 一 (2 (Xx) = 0) 的 测度 等 认 0. 由 基 可 做 映 
像 8( 马 ) 的 测度 也 等 从 0、 事实 上 ,我 们 可 以 测度 共 小 的 开 集 0 包 
含 , 天 从 18(Z)| 志 C401, 知 18(B)| = 0. 的 欠 集 

e= [a,b]—E= (0(r) = 0) 
的 映像 2(e) 也 是 堵 集 :事实 上 , 当 xX 《ee 时, 8' (xX) = 0; 所 以 对 从 
e 之 0, 必 有 如 下 的 二， 
TLE, OE) — 02) Le — 7). 

车 g(z) = ex 一 2(%), 则 得 9(%) 过 g(#). 由 黎 斯 的 引 理 , e 

是 一 开 集 es = (Qn bp) 之 一 子 集 , 此 地 
g(ax) < gbr), k= 1,2,.. 
由 是 , (bx) 一 8(Qx) 之 elbr 一 ze) 因此 ,从 
12(e)| < 委 18(es)|1 委 sz 一 ac) eb— a) 
知 2(e) 是 一 零 集 .证 样 一 来 ,我 们 得 到 
O00 — a) ld(e) | + 10)|= 0. 

和 从. 上面 杂 朋 ,我 们 可 述 下 面 的 精 果 

条 设 2(z) 是 [6,5] 上 之 单 交 增加 的 至 这 种 了 数 ， 划 入 
2(2) =0 时 ,20z) 是 一 第 数 ， 

上 上述 打 布 积分 的 存在 , 其 原理 含 在 下 述 定 理 3 之 中 . 

假如 对 於 a 过 8 一 7 不 等 式 Ko7r) 委 帮 ic 8) 十 太 B,7r) 党 
成 立 ， 那 未 称 f(a, B) 是 一 “不 因 分 解 而 减少 ”的 区 间 丙 数 。 又 设 
0 过 X00, 当 a 一 XY,B 王 4 时 ,f(a, B) 一 0 均匀 地 成 立 ， 基 称 
f(a, 8) 在 [ac, 5 上 是 一 连结 的 区 间 画 数 ， 

定理 3， 发 /ww 8) 在 [4, 6] 上 是 一 不 因 分 解 而 减少 的 连续 
而 数 、 像 如 


6 鹤 栈 数 葵 


S = Zf(ap_1, ag) 
有 及 的 上 上当 , 
人 re 6) = 工 . 
鲁 明 汰 於 。 > 0， 有 区 晶 [a, 0] 的 分 法 As。, 使 由 As 所 得 的 
Ss =D 通 合 放 
局 
Se>L 一 本。 
设 As 的 分 点 个 数 是 v, 基 必 有 5, 使 当 B 一 < 二 5 时 ,| Fo PB)| 
< 这 是 由 於 f(a, B) 的 连 秆 性 设 A 是 [4,5] 的 一 种 分 法 , 其 
中 任 一 小 区 间 的 都 小 於 5， 其 所 对 应 的 和 篇 S， 将 As 和 A 相 借 ， 
得 一 分 法 A'. 由 从 f(a, B) 是 一 不 因 分 解 而 减少 的 函数 ,所 以 相当 
磊 A' 的 和 5S' 适合 
S 之 Se >L 一 二 


於 A 插入 As 的 一 个 分 点 , 则 对 应 从 A 的 和 S 最 多 增加 了 总 因 


此 ,和 从 和 AA 多 到 A', 至 多 狂 过 次 步 骆 , S 最 多 添加 了 v x 证 三 全 
由 是 

SS<S+, 
而 S>> 工 一 s. 从 | 一 SI 过。 知道 f(a, 8) 的 福 分 等 於 志 .定理 


起 持 ， 
有 界 画 数 了 之 打 布 的 下 生 分 是 一 定理 3 中 的 积分 ， 而 其 上 
积分 奥 
b 
/. (B — a)w(f; a, B) 
力 是 不 因 分 解 而 增加 的 丽 数 的 积分 ， 
关节 杨 间 [a, 5] 上 的 一 个 有 界 炙 差 丽 数 f(x), 作 区 间 画 数 
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f(a, B) = fp) — Fe) 
过 是 一 个 不 因 分 解 而 减少 的 区 间 画 数 . 假如 7(X) 是 一 连续 画 数 ， 
那 未 f(a, B) 也 具有 连续 性 .此 时 简写 
广 Kap) SB TD) = f° efi). 
从 定理 2, 得 到 已 知 的 事实 T(z2) = | 了 (x)|. 
设 z(t), y(t), z(t) 是 于 太 间 & 委 上 过 5 中 的 三 个 连续 夯 数 ， 
它们 表示 空间 中 的 一 条 连 苇 曲线 工 . 设 
a 一 页 < 所 王 所 < 必 丰 一 忆 
Ps 是 对 夺 於 妇 的 点 2 人 (如 )，2y( 加 )， z(tx)， 旭 得 一 折 煤 T。 T。 与 
和牛 入 从 Po DP。 请 巾 、 仿 如 白 炙 的 下 革 检 分 点 如， 汉 
有 上 界 , 屠 末 称 此 上 界 篇 的 长 ||. 由 是 ,工具 有 有 限 长 度 |T| 的 


[下 


充 要 人 条件 是 Z(t， 2V(t)，2(t) 在 [a， 由， 中 都 是 有 异 多 差 。 过 个 长 


-0 


度 |T| 等 伶 敬 间 画 数 
fla, B}=M(x(a)—x(B)) + Ya)— (B+(z(a)—2(B)) 
b 
的 积分 f(a, 8). 车 
地 
S(t) = 人 fa, B), 
则 由 定理 2,CS"E))? = (w/t) 十 (Y(t) 十 (21(t))”?， 半 是 勒 
只 格 和 汤 辆 利 的 公式 05， 假如 取 参 数 篇 S, 那 末 得 到 
(2(S)) + (YS)) + (2(S)) 1 
第 八 章 ”第 一 部 分 的 要 题 
1. 设 f(x) 在 fg, 5] 之 一 有 限 丙 数 , 卓 黎 曼 俩 分 
人 f(xyds 
存在 的 充 要 人 条件 是 丽 个 打 布 积 分 相等 : 


CE = jz)dz。 


1) H. Lebesgue (1928); L. Tonelli (191¢). 
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> 着 明 81 中 定理 3 的 条 1 一 系 5 

3. 坡 歼 曼 积分 /f(z)dz 存在 , 则 并 (zw) 奥 六 (4) 在 [a, 5]. 上 
的 各 时 分 存在， 

. 设 有) 在 [4, 圈 上 是 一 束 蒜 责 数 , 则 当 几 xz) 之 0 间 且 


[ Fozydz =0 
时 ,fCx) 全 等 于 0. ， 
5 数 0<< 靖 二 1 征明 /zsin 二 dz 是 一 收敛 的 积分 ,但 
只 当 ] 一 1 时 绝对 收敛 
6. 识 所 (2), f(x), DZ2) 在 [cp] 上 都 是 黎 曼 可 积 的 画 数 ， 划 
党 f(x) 二 FR), | 户 (2)| 扫 20X2) 时 ， 
b 
lim 人 Fe(z) 一 FKz)1az = 0. 


第 二 部 分 “” 勒 上 员 格 积分 


6. 勒 具 格 积分 设 由 是 ,中 之 一 点 集 ,f(X) 是 性 上 所 定 闵 
之 一 有 界 可 测 画 数 ,发 | M| 过 co, 上 上 < 之 f(x) < 之 UU， 
L=h 过 =U, 6,= max(le — lr). 
通 合 tr 过 f(z)<ls, x 《MH 的 一 切 2 成 一 点 集 e(l1, 1). 简写 
e(lr-s Lr) 的 测度 篇 ee 中 


Sn = Di S., = Bio. 


党 1 一 了 一 六 时 ， el wy 二 e(L,1) 十 ec 1 ). 由 是 可 知 
Sn < Snn, S, > Sah . 

因 S. < 之 DU|M|, 54 之 LL|M|, 所 以 雨 数列 {S.) 各 {S.} 都 有 极限 . 

让 


lim S, =S, lim S。 = 5, 


No Ny 


那 示 ,0 SSS,— Sn = Db Wes 6| MI-—>0., 
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所 以 了 等 肉 9， 现在 奸 明 杠 限 值 S( 二 S) 奥 分 点 条 靳 (4 ln) 
(5 -> 0) 无 天保. 
设 由 雨 分 类 条 入 D(H ，…, 如 )(54 五 0, 5 = 1,2) 得 极限 什 
S'S8-s8,8 =S"=S8". 
设 如 ;WW 必 排 则 成 篇 4 …， lm; 从 D(h,…, 1m)， 得 
5, Sa. 那 未 从 


得 着 S”= S' = 
格 积分 ， ee 
of jf f(z%)dx. (1) 

表示 S, 由 是 得 如 下 的 定理 . 

定理 1。 设 1(%) 是 点 集 M(|M | 过 oo) 上 所 定 闵 之 一 有 界 可 
测 丽 数 , 那 未 勒 员 格 积分 (1) 必 存在 . 

设 Kz) 之 0, 用 84 中 的 记号 知 S = |2(f, 允 ) |, 由 是 得 

系 1 发 Kz) 是 区 域 M 上 之 一 有 界 正 硬 数 , 那 未 


CE)f fs) - (1) f fs)as, 
Bf, f(x)dx = of f(x)dz, 
科 2 在 定理 1 的 假设 下 ， 当 f(z) 之 0 时 , 2(f, M) 的 测度 


就 是 f(z) 在 必 上 的 勒 内 格 积分 . 
假如 f(x) 是 一 可 测 面 数 ， 那 末 ,f+(X) 和 各 广 (x) 都 是 可 油画 数 ， 
并 你 
/, f(x)axr =/ rar— F(tw)adx (2) 


当 f(z) 篇 有 界 时 成 立 . 事实 上 取 1=0 常 篇 ,4…, 4 中 之 一 点 ， 
当 5 一 0 时 。 知 (2) 成立。 设 f(x) 是 一 伏 界 可 测 画 数 ， 假 如 
12( 六 , 27) 和 12(f-, 2) 都 是 有 限 数 , 那 未 我们 定义 

Df Fd = 12( 扩 站 
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县 用 种 (3) 来 定 攻 f(xY) 在 M 上 的 勒 员 格 积分 . 
设 了 WX) 宇 0(X2 EM), 置 Jn(X) = 二 min( 入 ,EY)), 那 未 从 
lim | (fy, M)| = |08(, M)! 


Y 


得 下 而 的 定理 : 
定理 2。 设 1%) 之 0, f(x) 是 在 收 上 的 可 测 画 数 , 那 未 


lim / min(N, f(z)}a% -人 f(w)axw. 
设 f(z) 是 在 小 上 所 定 闵 的 有 界 可 测 丽 数 , 多 设 
M= M+ Mt-…, MiM; = 0(i 27),|M| 过 ow. 
设 世 之 FX) 之 U,L= 4 =U 
6», = max(ly 一 Ltr). 
适 合共 i 达 f2) 之 权 w《 肌 , 的 一 女 咸 一 巾 集 台 ,， 稳 
Zl Et EE) = > | E+ Zl bo, 


得 着 等 式 


fi f(x)dx = fy fe)as +f, raaz 
由 是 


frm rds =/ ,f(s)ds 十 人 + fz)dz. 
起 五 。 一 M 一 7 一 M,, "yg Mi 那 未 1 一 0, 所 以 


If, ta)az 一 六 J Ta = 


人 f(x)adzx = /Ka)dz + 人 fae 十 ， (3) 
箱 用 (3) 可 以 主 朋 下 面 的 
定理 3 设 作 XY) 和 g(%) 在 及 上 的 勒 员 格 入 分 都 存在 , 闭 末 


因 之 
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fm [flz) + ge)Jdz— fr ta g(z)dz， (4) 
证 明 ” 先 设 2) 的 绝对 值 小 於 常数 KK, 9{X) 是 一 常数 C, 用 
前 面 的 各 种 下 鲍 

/ (f(z) + Cd = lim Ey + CN = 

M Sn>0 


= lim Sines + CEe, = 人 f(g)dx r+/ cdz. (5) 
mM MM 
次 堆 9(7) 了 世 是 有 界 画 数 , 和 从 (3) 得 
/ (f(x) + g(z))dz = =/ (f(z2) + g(x)) dz, 
M Mk 


此 地 M 二 eC(i-1,24)。 因 
/ (bs + 9(2)) ds </ (f(z) + 9(7)) dz < 
MI Mi 


之 fi + g(w)) dr 


由 是 得 所 要 的 车 果 (4). 
现在 匠 时 假设 1(X) 之 0, g(x) 之 0 是 已 = 了 + 0. 作 本 数 
. Hnl%) = Min(N, H(x)), fx(%)= min(N, f(x)), gn(x2)= min 
(入 ,gt()), 那 末 
HN(X) fy(z) + On(2) < Hvy( rw). 
事实 上 , 左 方 的 不 等 式 容易 有 明白， 当 Hoy = 2N 时 , 右 方 的 不 等 式 
题 然 成 江 。 假如 Bax = 已 , 那 末 把 雨 个 下 保 f» 过 ff, gn 三 9 让 
翰 相 加 ,又 得 着 fw 十 gw 过 Hw。 所 以 
/ Hydzx </. (fy 十 ov)azs 人 Hwdz. 
全 入 一 oo 就 得 着 所 要 的 等 式 (4). 
设 他 《1 在 M* 上 各 点 X, 三 画 数 作 xX), g(x), 卫 (2) 的 符号 
都 有 一 定 例如 
f(x)0, g(x) <0, H(2) > 
在 及 ”上 成 立 的 话 , 那 末代 f(x》= (x) 十 (一 g(x)) 得 


芭 | 
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/ f(x)az =/ «H(zx)adzr +/ [一 ZJ]az 
ad mM M 
所 以 (4) 在 开 ” 上 成 立 ,MM 可 分 解 篇 全 样 的 M ,至 多 不 通天 个 放 ， 
6, 从 

Dy _™ 

>/ fr) 十 9(Z)]dx = /f(r)dr + 3 9(0Z)G0 
得 到 (4), 定 理 语 举 . 

利用 (4) 可 以 拓 广 (3) ,得 着 如 下 的 定理 

定理 4. 总 f(x) 在 M 上 可 以 积分 ， 那 末 当 Mi;M; = 0， 


9 


”MM = ZM,, 且 M Mo,… 都 具有 有 限 测度 时 ,(3) 必 成 立 . 


站 


证 明 ” 先 设 Kz) 尘 0, 首 fy = min(N, f)， 因 积分 
an 
是 N 的 单调 增加 西数 ,所 以 
人 fn(w)dx = 3, frrdr < Ef Hx)de. 
全 六 一 oo 从 定理 2, 得 
J nae < Df, ear. (6) 
另 一 方面 ,从 
/f(x)dr > > A f(s)dz, 
全 和 一 co, 得 
/ ied > Df f(w)dz. 
再 售 4 一 oo ,得 
/ iodr > Df jz)dz. (7) 


从 (6) 和 和 (7) 得 (3)， 最 后 ,和 从 


了 f(x)dx = 人 所 二 人 dzx -/ -+ dz = 
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Sf/ tf a fi 了 dz] 


知道 (3 加 放 急 界 夯 数 Kz) 亦 成 立 ， 定 理 头 时 . 
中 (2)， 了 f dz 存在 的 充 要 人 条件 是 两 积分 / ftdz 都 存在 ， 由 


是 , 当 /7 dz 存在 时 
1Az)i 二 AZ) ” [AZz) | 一 大 2) 
人 |f(x) | ar= 人 ODES) dz 二 /YET gr 


也 存 任 ,过 就 是 向: 勒 员 格 积分 是 经 对 收 伍 的 棱 分 下面 的 定理 ， 
指出 勒 员 格 积分 另 一 特性 . 
定理 5， 假如 六 4) 在 议 上 的 勒 员 格 积分 存在 , 那 末 当 


SCM,|IS|I—0 
”时 ,1(7) 在 5 上 的 积分 匀 银 於 0, 换 匀 训 说 :对 从 任 一 正 数 。， 有 下 
数 9， 当 S C M， 1SI 一 5 时 ， 
/ f(z)dr |<e. 
证 明 假如 f(x) 是 有 界 画 数 , 邦 末 当 |f(%)| 之 玉 了 时， 
/ f(z)dzr | < KIS| 


所 以 取 5 一 云 好 了 .假如 f(z) 是 一 矮 界 正面 数 , 那 末 取 适当 的 入， 
可 使 
人 f(x)az 一 人 rtz)az 十 ae 


4 、 _ _€ 
对 是 从 定理 2 知道 的 . 取 6 gn 


一 一 6。 
2 


最 和 后 ,假如 六 x ) 是 一 (不 定 符号 的 ) 无 界 丽 数 ， 财 赤 
IfI 土 f E Ap- | | 
[rac tet) Kens | <e 
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定理 杂 蛙 . 

下 面 的 定理 叫做 (积分 数 殉 的) 收敛 定理 . 

定理 6， 设 f(x) (n=1, 2, …) 是 有 限 可 测 点 集 M .上 的 ( 勒 
只 格 ) 可 积 丽 数列 , 义 识 


» 0 ee. « 


[f(z)| PC(z), lim fn(%) = f(2). 
那 示 党 /，P(z)dz 存在 时 ， 
im 人 fr)dz -人 f(x)dx. 
n= mM Mm 
笨 明 f(z) 是 可 测 酮 数列 的 权 限 ,所 以 是 可 测 的 ,又 因 |7(2x)| 


不 大 认可 积 画 数 P(X)， 所 以 (x) 是 一 可 积 画 数 . 现在 还 要 区 有 明 
的 是 


lim A [fwz) 一 FKz)]Jdaz = 0. 
此 千 果 舍 在 /Gu(z)az 一 0 中 ,但 Gaz) = | 所 (x) 一 1(z)|. 旱 


= [Ga(%) <0), Me = (Ges(2) >0) - [1 (G2) <e) 
人 一 i= 


(k 汪 1), 那 未 M = Mi 二 Ms 十 …，M;. Mj; 二 0 (i 关 7), 设 


“Rp = MM 一 Mi 一 … 一 My, 珊 末 | Rr | 一 0. 所 以 帮 於 es 症 0. 有 
如 下 的 nm, 沼 万 宇 m% 时， 
2/ Pir)de < 


由 是 党 之 mw 时 ,/ G(X)Adx = =/ Gn(w) dx. 这 个 极 数 等 从 
mM ME 
> 局 Gn(2)d% 十 ,和 本 有 Gu( 2) dx < 
ax 
< sdz 十 


由 是 人 Gu(zjdz ell+4 [M|) (n>m). 所 以 人 Gz)dz-_>0. 
MM 3f 


> 2P(z)dr=e( MI— |Rnl)+e. 


k= > 
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定 璋 短 曙 ， 利 用 收 答 定理 ,可 瑚 下 面 的 
定理 7。 ( 勒 礁 的 定理 )? 设 jn(Z) (2 = 1, 2, …) 是 点 集 1 
上 之 一 可 测 画 数列 ,假如 


Oflr) 过 frn( 2)(n = 1,2,.), fra(2)—> f(%), 


lim /Hz)az -人 f(x)dz. 
证 明 党/ ftz)dz 存在 时 ， 取 P(x) = ftz)， 和 从 定理 6 就 知道 
/™ z)dz 收 敏 内 f(x)dz 假如 f(z)de = co , 那 未 
im 人 fu(X)Adr = oo . 


篇 什 入 呢 ? 因 篇 
lim ,min(N, f(x) axr = min(N, f(x2))dx%, 


nD 


大 和 的 积分 小 从 或 等 /f(z)dz， 所 以 
im / f(x)ax >/ min(N, fg) ds 


ND 


合 N -> co 就 得 着 timf f(x)dy 一 f fyas. 
落 明 完 
定理 8 收 7z) 在 是 某 Mf 上 你 且 格 意 闵 可 以 各 分， 那 示 


:Ue 0 + 0 se 。 


fy fw) — go) | ds 6. 
证 明 假如 | 天 |=0, 那 未 到 9(X) 三 0 好 了 , 今 设 1M| 之 0， 
? 其 大 可 使 
"< [Fozy1dz< 一 e. 


1) B, Levi. 
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转 六 一 衣 , = RR,, RR, 中 必 有 如 下 的 完全 子 集 S, 在 3 上 , HZ) 是 
连 生 的 北上 且 


|R,— S|< 今 
2 


填 是 由 於 第 七 章 89 的 定理 8. 现在 应 用 第 四 章 $6 的 定理 6, 在 邓 
上 作 如 广 的 连 种 画 数 9 (2): 
Px) = f(r) (ZES)， 
— vf,S) SPT) SS, S)<v (rEM— SS) 


末 
人 fr) -9(z)ldz = 人 + 人 /< 


<o+/ foDI+mez+ 人 ， 2vdz < 二 


<e 二 7 十 2 忆 一 SS 天 4e， 

杂 明 完 办 ， 

7. 区 间 上 的 勒 具 格 积分 ”假如 MM 是 一 区 于 [4, 01, 那 未 我 们 
把 (x) 在 M 上 的 勒 只 格 积分 写成 如 下 的 形式 ， 

Df fe)de = f° fs)ds 
假如 f(x) 当 是 一 有 理 数 时 ,等 从 0, 当 也 是 无 理 数 时 , f(x) 等 於 
1, 那 未 jz) 在 任何 区 间 [a, 8] 上 的 凶 坚 积分 不 能 存在 ,但 是 
CL) /Hz)az =b—a. 

遭 个 例子 和 下 面 的 定理 辕 合 起 来 ， 知 道 吉 有 具 格 积分 俊 是 黎 曼 积分 
的 拓 广 . 

定理 1. 假如 有 限 画 数 f(x%) 在 [4a, 8] 上 的 歼 曼 积分 存在 那 


* 0 0 0 eo bs 


那 


se 


钾 明 假设 f(x) 的 歼 显 积分 存在 ,部 未 f(x) 是 一 有 界 画 数 ， 
於 [4&, b] 中 ,任意 作 一 分 点 系统 : D(3%f,… ,X89)，6(Xf 
ZX) 一 0， 设 Mp,mz 是 (ZX) 在 [Xx zo 中 的 上 界 和 下 界 , 作画 数 
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思 (2) 和 gn( 4 ): 
万 ( 人 21) = Ap ga) = Mp (Op TL Ne) 
fn(b) 一 NM,, yn(b) = Mn (Wp < to Wk). 

那 末 


Do Ms) DD jz)oz=(Z) 人 Ho)av， 
天 一 1 天 = El & 


EI mi( rs) = CD/ go)dz= (7) gun)de. 
下 1 天 一 1 < 一 1 © 
因 怎 在 [a, 6 上 的 允 曼 积分 存在 , 所 以 当 (v1,…', x,) 习 0 时 ， 
代 上 面 雨 式 得 着 
re b 。 b 
CR)f fr)ay = lim) 人 f(x)dx= lim(L)/ gx) dr. (1) 
十 G->DO [A dS—0 a 
双 和 从 gn < gnti 过 三 < fnt1 < fn 舌 0 lim 六 般 lim On 都 存在 . 伟 
lim f(x%) = F(X2), lim gn(%) = G(%). 
那 未 G(X) 之 xX) 之 F(%). 利用 勒 维 的 收 敏 定理 ,从 (1) 六 出 
由 b "b 
ca) fr)az=(1)/ Fizydz = (1)] G(x)dr. (2) 


又 和 从 六 (2) 一 Gz) 守 0 和 (ZJ 一 GJdx =- 0, 知道 F(z) 一 
一 G(z) 玫 乎 处 处 等 仆 零 ,由 是 [ao, 9] 含有 一 宕 集 N， 当 2 EN 有 时， 
F(z) = G(Uz) = Hz)。 (3) 
从 (2) 和 (3) 得 着 
b 
Rf f(x )adx = Cf Kayar. 
定理 履 旱 . 

注 量 发 Mc 避 Hz) 之 0(zeM) 当 2(7 M) 具 有 若 党 测 
度 时 , 亦 必 具 有 勒 员 格 测度 ; 所 以 有 界 画 数 fz) 在 风 上 具有 黎 曼 
积分 时 ,也 具有 勒 贝 格 积分 ,此 时 

Ce) ftz)dz = of, Fa)dz， 
芝 是 定理 1 的 拓 广 . 
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识 《 壹 之 0, 当 fz%) 在 [a,0] 具有 勒 员 格 鞭 分 上 时, f(%) 在 
[a, $] 上 也 如 此 ,此 时 各 
F(z) = (7) ftydt 
篇 f(z) 的 积分 丽 数 (不 定 积分 ). 设 J 一 (Zh, zz)， 
Jedp' = 0 (KL) SS= 二 + 二 J 
那 示 当 | S| 很 小 时 ,下 式 
> 1F(z) dz 


的 右 冰 也 很 小 ,由 是 知 丰 (zz) 是 一 全 连续 画 数 。 上 文稿 述 黎 紧 积 分 
画 数 其 有 此 和 性质 , 现在 知道 勒 具 格 积 分 函数 也 具有 此 性 质 。 由 是 
得 到 

定理 2。 慑 (2) (有 界 或 乱 界 ) 在 [o, 妇 - 上 具有 翰 由 格 积分 ， 
那 末 


F(z) = (Df Fr) 地 (grt) 
是 一 全 违 夭 画 数 . 


”第 一 部 分 中 ， 有 例 表 朋 在 [a, 5] 上 的 违 入 机 数 p(z) 的 导数 、 
9'(z) = f(z) 存 住 且 有 界 时 , f(x) 在 [a, 5] 上 依 黎 曼 意义 ,未必 可 
以 积分 ,但 是 
2 (e+ 十 局) 一 P(X 
fn(X) = 一 一 2 (27) (er 6), 


1 
nN 
1 
? (2 -3 
人 
遭 榜 ,2 (2 ) 是 可 测 函 数列 户 (7)(2 = 1，2, …) 的 极限 画 数 所 以 


p(X) 是 一 可 测 画 数 ， 有 界 可 测 范 数 , 依 勒 贞 格 点 闵 ， 是 可 以 积分 
的 ,所 以 


f(b) CD) 
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F(z) = (7) fidat (oz 二 
是 一 积分 画 数 ,由 中 值 定理 , f(x) = 9'(x + 8/7)(0 < 过 10|>>1). 
和 从 2 2) 的 有 界 性 , 知 户 (z)(2 = 1 2,…) 是 均匀 有 界 的 函数 烈 ， 
奈 用 收敛 定理 ,得 
im 人 fat)at = /iat (ao<z 二 中 

右 移 是 也 (2%), 左 兆 当 a 委 2 委 5 时 ,等 於 

z+ a+l . 
lim n}/ pbat— f a P(t)dtl =9(7) —9(0). 


所 以 (2) = yg(z) 一 p(4). 因 下 (2) 和 p(x) 在 x = 5 是 连续 的 . 
所 以 (5b) = 9g(0) 一 gp(4). 由 是 得 到 下 面 的 积分 基础 定理 : 
”定理 3。， 设 g(x) 在 区 间 [0, 5] 上 可 以 徽 分 ; 它 的 六 丽 数 人 (x) 


ss 


0 0 


F(x) _ rod (gt) 


存在 , 且 F(X) = p(X) 一 9(4) (a wD). 

在 深入 研究 积分 函数 的 性 质 之 前 ,我们 引入 险 梯 画 数 。 

8. 阶梯 图 数 ” 设 (4, 5) 是 一 有 限 或 无 限 的 区 间 . 放 是 (4, 5) 
中 的 有 限 个 区 则 . 今 有 函数 在 如 上 等 於 常数 cr, 在 过 些 大 之 外 ， 
函数 值 是 0, 称 这 种 画 数 篇 (a, 5) 上 之 一 阶梯 画 数 ,以 和 

Ber iz| 

坊 此 弄 梯 画 数 的 积分 . 

定理 1。 改 tp。(z)} 是 一 音调 扯 少 的 阶梯 醉 数列 假如 

VBr(O) -0 rb, 
都 末 
广 02002 一 0. 

验 明 发 忌 是 or(z) 一 0 不 成 立 的 2 和 pwn(2) 的 不 连 种 点 

?所 成 之 点 集 、 运 就 是 膏 : 当 2 五 时 ,一 切 ww(z) 都 在 x 篇 束 和 苇 ， 


300 和 两 数论 


和 浊 且 (2) -> 0， 用 测度 小 外 ; 的 并 集 0。 次 芋 吾 . .着 0。 划 
必 有 9a(X) 适合 礁 Ppn(T0) 过 5; 由 pn(7X) 在 xX = 2 的 过 车 性 ， 不 
等 式 


grn(2) < 6 
在 包含 ze 的 一 区 间 .xzo) 上 成 立 . 各 些 区 闻 的 人 全体 > = >J(xo) 和 
Oe 掩 盖 着 含有 [ao 5] 的 一 个 并 区 阅 [w 01]， 在 [ti, 0 的 外 部 , 障 
梯 画 数 21(2z) 之 值 等 於 0. 由 淡 圳 耳 的 掩盖 定理 ， 习 十 0。 
中 有 有 限 个 区 间 掩 盖 着 Fa 5 的 一 切 点 ， 记 9.(X) 的 上 界 篇 以 ， 
划 由 {89%(2%)} 的 香 调 性 ,成 并 着 
fs pn( Tax < Ms, 


此 地 的 0's 表示 上 述 有 限 个 区 于 属於 Os 的 部 分 . 设 上 述 有 限 个 
原 关 在 之 中 的 部 篇 >', 在 >' 中 每 一 区 半 上 , 必 有 -- Jon(Z ) 小 於 e， 
设 道 些 7 中 之 最 大 的 是 入 . 则 当 久 宇 入 时 ,成 并 闪 

fi pa KJ dx < Me 4 e(b, 一 ai) 


即 

f pa)dr < (0 + boa)e (nN). 
.定理 诅 举 . 
定理 2. 改 Pz), Pa TF), ”是 一 半天 增加 的 除 带 机 苏 列 ， 


® 0 0 。o 。0 >» 。 -ee 。 
ss so eo o +* 0 。 © +« 


证 明 ”我们 不 妨 假设 px 人 xz) 宇 0 来 苯 明 定理 2, 否 别 的 话 , 我 
个 可 以 考虑 {9pn(X) 一 p91(2)}. 在 此 假设 下 ,我 们 依 设 
fpr < 4, N= 1,2,.. 
设 lim ou(z) = co 之 2 的 至 体 篇 如 状 失 ,假如 有 %(2%)， 
当 疡 盖 闻 2) 村 ,成 立 着 
wu(z) 之 全 ， 
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党 条 点 z 的 至 休 入 加 固定 %， 使 上 趟 成立 的 工 的 至 苯 成 _ 区 
之 由 是 ,和 


和 12。 n < Pn( x) dz, 


得 | 2。， "| 叉 由 nk() 之 prn(?), 知 道 >e nC Ze, wi， 所 以 
Ee 过 Ee. 由 於 名 CC Ee, 所 以 Bo 是 一 才 集 .定理 体 办 . 

记 一 切 孙 梯 而 数 及 记 之 族 篇 Co 假如 阔 数 1(X ) 炙 平 处 契 等 成 
定理 2 中 的 极限 画 数 lim pa(x), 特别 在 极限 阔 数 的 连 秆 点， 两 者 
相等 ， 理 末 称 肖 种 一 切 画 数 用 xX) 所 成 之 族 久 C1. 此 轩 定 各 限 画 数 
fxz) = lim gx(2) 的 积分 得 

Fa)az = lim f ere 
对 从 过 个 定义 的 礁 当 性 ,我们 必须 建立 下 面 的 

引 理 设 {9w(X)) 和 {wn(7X)} 是 适合 定理 2 的 国 个 降 梯 罗 数 

列 , 那 末 当 


lim p(x%) = lim yn(x) 
时 ,成立 着 
lim f putz)ds 一 Him/ vaydz, 
俘 明 ”我 们 只 要 发 明 下 记 的 事实 就 够 了 :; 设 pn(2) 一 (7)， 
pn(X) 一 9(2), 则 当 092) 宇 了 (x) 失 平 处 不成 并 时 ， 
mf war)ds > limf goede. 
记 此 式 的 左 跟 篇 J, 右 遗 篇 1 我们 要 和 从 g(xX) 宇 1(x) 注 出 J 守 了 
使 8%(X) 一 ya(zZ) 盖 0 的 部 分 ,党 ? 一 oo 时 ,必须 末 平 到 丰收 敏 
於 0 ,因此 关於 过 部 分 的 积分 ,由 定理 1, 也 一 定 收 伍 於 0， 由 是 
porz)ar I<, eT/ pnd < 7. 
全 7 一 00, 就 得 到 7 之 7 引 理 登 ， 
画 数 CC 中 任意 十 个 丽 数 广 奥 万 的 差 f 一 所 所 成 之 面 数 族 ， 
记 它 篇 C2; 定 ff 的 积分 篇 
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fr [六 (7) — fo ¥) Ax= f fi(w)dx - f° ja Tar. 
但 是 党 灾 必 须 检 和 壹 这 个 定义 的 俯 当 性 ,就 是 褒 : 省 六 六 9 45 都 
属於 "而 访 一 访 = 0 一 和 上 时 ,等 式 

广 f(z)adz -/ fo( x)dx = 广 q(t) dr 一 CE 
是 个 一 定 成 江 ? 从 A 十 go 一 9) 于 - ff 知道 它 7 们 的 积分 相等 ; 由 是 
易 知 

fo fw)de + f gr)dr 一 fa 十 fi(w) dz, 
所 以 上 而 的 等 式 成 并 ， 

定理 3. 设 凡 ( 全)，j(Z)， jpo(2 ) 都 是 (Cs 中 的 饥 数 ， 划 当 C1, C2 
是 常数 时 ， 

(一 ) ch(2) + ch xX) € OO,, 

(二 ) A h(x )dz rf hw)dz -人 h(x jar (a<Ce<D)， 

(三 ) [hz)| = ht(z) — hh-(x) EO Ritr) € Oo,. 

证 明 当 六 XX)《 Cl 时 , (7%) 的 常数 倍 题 然 池 ,也 有 属於 C1。 由 
是 可 知 ( 一) 成立， 

由 於 ( 二 ), 当 及 (%) 是 一 阶梯 轴 数 时 成 并 ,所 以 (二 ) 当 h(x)&C， 
上 时 成 立 , 因 此 当 有 (z)& Ca 上 时 成 立 。 

现在 司 明 (三 ). 发 mm(z) = 访 (2) 一 廊 (2) 所 和 广 都 属 碟 上 01， 
由 於 

ih| = max(f, fa) — min(f,, fz), 
ht = max(f, f) — f= fi — min(t,, fs), 
h- = max(f,, fo) — f= — min(f, j); 

而 且 max( 态 , fo) 和 min( 所 ,fo) 都 属 砍 C1 所 以 12|, ht, 有 -都 属 
於 C2， 定 理 菠 尘 . 

定理 14， 发 有 XZ)《 C， 则 必 有 阶梯 画 数 询 ;9。(YZ)} 通 合 


lim f° Jh(2) — Pat)| dx = U. 


第 人 章 积 分 303 


证 明 设 hz) = f(z) 一 fa), f(z) € 0 fl) 《Ci。 对 
伶 方 (z) 必 有 重 调 增加 的 阶梯 画 数 列 pijn(2)02 = 1 ,2,…) 概 敛 
( 赤 乎 处 处 收 合 ) 从 fj(X)(7 = 1， 2)。 置 
Pr( XT) = Pin(F%) — pon( 7), 


天 党 及 二 o0 时 ， 

aa) 一 pn( 2) |dx < >/ [fj(%)—9in(2)Jdr 一 0. 
定理 藉 办 . 

现在 我 们 建 江 黎 曼 可 积 丙 数 与 附 梯 而 数 的 天 你 . 

定理 5。 人 在 区 间 4 二 XY 6 上 ,有 界 了 数 f(7x) 有 具有 黎 曼 积分 
的 作 人 人 f( 2Z) 和 一 Hz) 都 属於 Ci. 

请 明 发 xz) 在 fc, 5] 上 具有 黎 曼 积分 ， 我 们 将 [ww, 5] 等 分 
篇 2 蚀 小 区 闻 刀 ,…, Jonr。 作 和 如 下 的 画 数 : 
Jrw(2 ) = Din HZ) (TES),D = 1,2,.., 2", 


其 中 内 1， 四 J a" _ 都 息 左 开 右 开 的 区 间 ， 而 oj 是 一 团 厂 天 ， 由 
伶 六 YY) 的 不 连 种 点 成 一 震 集 , 所 以 函数 列 p(XY)( (n=1, 2，… ) 概 
化 外 大 Z)。 因 此 , 称 限 

lim Pu(w)de 


一 方面 表示 此 地 所 定义 的 积分 f(z)dx, 另 -方面 , 乃 是 jz) 的 
过 三 部 下 积分 ,就 是 黎 曼 积分 ， 所 以 几 z)e C1. 又 因 一 f(x) 的 通 
曼 积分 也 存在 ,所 以 一 ftz) 也 属 认 Cl 

其 次 ， 当 f(z) 和 一 Kz) 都 属於 C, 时 , jz) 的 上 下 两 个 过 朱 
都 分 积分 都 等 起 Kz) 依 此 地 的 定义 的 积分 。 因 此 , 这 积分 , 依照 
黎 曼 的 意义 存在 ， 定 理 避 畦 . 

证 述 定 理 ,相当 欠 勤 外 的 定理 ， 

定理 6， 起 h(x),% = 1,2,…, 都 属 失 Cs， 草 党 

hp) ha ZY N = 1, 2,...， 


fn {x)Jaz LC 
降 ，2(z) 概 煞 认 “… 个 丽 数 有 h(x)《 Cs. 


饶 敏 戌 “个 阔 数 有 (x)《 Co. 区 它 站 全 雁 等 式 
im 人 hwYdY = f/ h(Xydx. 
钦 明 首先 假设 (2) 《Go fn(2) 魏 思 HZ)， 
f lsdr < B, n= 1,2,..., 
则 必 有 阶梯 责 数 ro(Z) 通 合 巩 Pn( 2) 委 Pno( XY) < 
lim pm( 2) = f (2%), N=1,2 
画 数 pn = maxt Pims Pams 


;Pmm) 关 检 2 是 增加 的 。 册 庚 
Dm fs 1 Pmm 荆 fms 
所 以 pm < fm 因此 


/ pmdz 过 / fade 


B. 
由 是 阶梯 两 数列 (9m! 概 钱 碟 一 画 数 1， 马 一 方面 ,从 不 等 式 
Pnm TT Pm (mn), 

令 玉 一 o ,得 到 户 所 从 2 扫 


< 了 和 9 一 六 得 到 
六 下 EC 
因此 


wz)az 一 人 7z)azi 


fi vadx >/ car. 


(1) 
正 值 画 数 pi(z) 一 hn(%) 是 属於 C0; 的 , 它 可 以 天 过 篇 Ci 中 
两 个 正 值 函 数 画 数 /.(2), 9g.(2) 的 送 
到 ni 一 Lm 二 Pn 一 gr 


由 礁 9g" 是 障 梯 画 数 的 和 极限, 所 以 沟 过 适当 的 调整 ,我 们 可 以 使 g。 
通 合 


P 1 
=-/ gn( XAdr < 区 
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因此 37 成 一 收 敏 航 数 ， 另 一 方面 ,我们 从 
pb b b 
1, = / f(x )dey =/ (hn — hn jd +/ gndz 


得 
Sma(f (ha( 2) 一 h(x))) 2X 十 y 1 2+ < 
] 我 -3 品 a 1 


b 
<c+/ | PaCz) | az 十 1， 


应 用 (1) 於 画 数 列 及 (7) 十 一 十 (2) 各 (2) 十 … 十 gn(2) 
(7 = 1]，2,，…)， 央 知 Zs(X) 和 ZZgn(2) 分 别 概 合共 Ci 中 的 画 
数 , 冰 县 


b b 
E51, = / 了 zydz， 2 = / Sg (zydz. 
由 是 


全 (7 一 Jr) 一 f 人， (fn 一 gn)dzx 一 广 和、 (hri(t) 一 
1 © n=1 . “9 1 


h(x))dx -人 lim( h(x) 一 天 (z dz， 
此 地 的 lim js(2) 等 从 


hz) + DFT) — Dy 2). 
乃 是 Cs 中 的 一 个 遍 数 及 (XY), 它 的 积分 是 (7) 的 积分 的 极限 , 定 
理 体 举 . 
7, 现在 我 们 要 通明 除 梯 醒 数 ,指出 [4,81 中 可 测 点 集 的 特征 . 
我 们 首先 建立 ， 
引 理发 f(x) 是 [0,5] 上 的 丽 数 . 假如 对 从 任 一 正 数 6, Cs(@,5) 
中 有 两 数 9(%) 和 h(4) 适合 内 


g(x) Sr) hw), [hs) — g(r)]dr <s, 


那 末 f(x) € Ca a, b). 
证 明 ” 设 对 诡 认 c==277 的 g(2), (ZX) 篇 yn(2), ha(X), 则 因 
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sf [hi 2) — ga( 2)]ax 去 二 : 二 1， 
可 知 [h(x%) 一 9.(%)] 是 一 概 化 的 级 数 ， 因此 Pa(2) 一 9"(2Z) 概 
化 於 0， h(x) 和 gn(X) 都 概 仇 区 六 z)， 写 
六 (2Z) = max(f(%), 0), 六 (2Z) = max( 一 f(z),.0)， 
等 等 . 我们 要 和 从 
0 gn(7) SFL) Eh), gn(t)— fz), 
导出 f(x)& Cs(a,5). 由 页 
max(g(%), ga 7)) = g(t) 十 [9(2) 一 0(2)]+ECw 
所 以 fn(X) = max[gi(%), ga %), ,gn( £2) E Cs, 
/ f(x)ar < 三 h(x )ax. 
从 定理 6， 知道 fa(%) 概 伍 堆 Cs 中 的 一 个 画 数 丸 z)， 但 是 
gn(2) EHTELT), gn(2) fT). 
所 以 f(z) = 了 (x). 引 理 东 办. 
定理 设 2(7) We C 全 ob] 则 五 成 一 


1 五 | -六 oa 
证 明 ” 设 敬 同 的 笛 写 和 ,分别 包含 可 测 味 集 B 和 和 [0,0] 一， 
2 | IB|+s, |2|<|[e, 2 一 五 | 十 es. 
设 2 和 5, 的 特征 面 数 篇 a(x) 与 e(2), 则 
1 — @(%) < e(4) < ex), 
f° taols)lds = IB) + | (bo) < 2e. 
从 引 理 知道 e(z) 《Co(a, 0). 双 和 从 
b b 
IBl—e< 人 Gelz))az<< {esdr < 


< far)dr<lBl+e, 
知 | 百 | 等 套 e(z) 的 积分 . 
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及 渴 来 说 ,从 e(*)《 Cs 我 个 能 六 出 | 五 ) 的 存在 .事实 上 ,此 
时 在 在 着 阶梯 醒 数 烈 {px(X)1 概 钱 於 e(x%)， 我 们 不 妨 候 设 or(Z) 
是 有 限 个 区 章 组 >x 的 特 微 画 数 , 画 数 

Wn( 2) = max[prn(%), ou) …1 
是 十 Zr- 十 … 的 特征 男 数 ,Vn(2) 宇 Vrni(7X). 和 集 >n 十 Zn 十 "* 
是 由 区间 所 成 的 点 集 , 它 含有 玖 的 龙 平 一 切 点 ,所 以 从 

1 十 Zn 十 …| = 广 wa(Z)Q2 一 人 ez)az 
得 到 
EE 广 e{ XIAx. 

圣 於 [oa 1 一 三 来 该 ,我 们 有 

[=B< 太一 ez)]dz 
由 是 

巨 二 广 e(x)dr <E. 

所 以 避 = BB， 定理 王 界 . 

最 和 后 我 从 尽 明 画 数 族 Ca(&,， 58) 就 是 L(4, 5)， 我 们 首先 注意 
Ll(a,0) 中 的 医 数 是 依 勒 员 格 的 意 闵 是 可 测 的 ,了 梯 卫 数 以 及 除 梯 
画 数 列 的 极限 画 数 也 都 是 可 测 的 ,因此 Cx(a, 5) 中 的 函数 ,一 定 是 
可 测 的 . 设 信 2), aa 委 2 委 5 是 一 可 测 画 数 . 

0 i666 >0, n=, —3,—2,—1,0,1,2,..., 

ln 一 00, 十 oo(N—> 十 co). 

设 是 集 Bn = (4_1 达 f(X) 过 ) 的 特征 函数 函数 篇 ex(2)， 期 
1(Z)《 L(a, D) 的 充 要 休 件 是 
b>3 nf en(Z )Q7X < co ， 


机 = 一 0 


事实 上 ,从 上 面 的 定理 ， 
|B, | = /oz)az， 
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设 名 = 0， 两 败 
bp 1 ”es(zjdz 和 > 一 i e_n(X)dx 


都 收敛 的 话 , 旭 当 5 一 0 时 ,其 极限 必然 地 存在 ， 因 此 
f max(f(z), 0)ax 和 /max — f(r), 0)dr 
都 存在 ,所 久 f(X)E L(a,5). 反 遇 来 说 , 当 f(xX)《L(a,5) 暑 . 
5 bd b 
[ max(f(%),0)adx = lim > en( Ydx, 
@ 人 ~>D 品 一 1 a 


b 名 b 
一 0)dz = -nf _ (zjJdaz， 
人 max( 一 Kz),0)dz=lim 忆 一 -ij 。 es(z)az 


因此 
_ ， . 
并 mf ea(z)dz | < 二 | eolz)dz| 上 
十 5(D 一 40)<co， 
由 於 


了 ien(2) SC max(f(x), 0)< Dent x), 
1 


当 f(X) EL(a,5) 时 ,上 式 雨 端 部 属於 Cz(a, 01 定理 7, 定 理 6)。 
册 定 理 ? 的 引 理 
max(f(%), 0) € CaA@,b). 


因此 , max( 一 了 (7%), 0)& Calg, 0). 合 代 起 来 , 1 (7X) 《C2(a, 5b). 
反 过 来 说 ， 假如 F(X》& Co &, b), 那 末 和 检 


> en (2) < max (1(2),0) € Cs 


Y， Ln ven(%) smax( — fz), vu)€ 0, 
得 
> en(X) dX Zo0, 


所 以 (x)& L(u,b5). 我 们 胜 明 了 下 述 


定理 8. Cu(%, 50) = L(g, b 
5. 积分 功 数 与 经 对 连续 本 数 设 1(X)《 Lia,0). 我 们 要 求 
出 积分 画 数 
F(x) = 广 ft)at 
的 全 释 差 画 数 7T(z). 设 4 = zo 过 … 之 xr = 0, 作 阶梯 丽 数 
eT) -= Ep (za<Y<xo C1: el. 


那 末 
/ e(ZIf (Xd = Ber[F(rr) 一 下 Oo] SE 
4 n=1 
EIF(XE) — F(X i)|. 
由 是 


b b 
7(D) = max 人 es(z)Fz)dz< /7z)1dz、 


式 中 等 号 等 必须 成 立 : 由 於 六 z ) 也 属 评 0 ， 所 以 有 隧 梯 画 数 

列 PCz) … 概 化 於 刀 z).， 设 
| en(2Z) | = 1，sn(8)pn(XZ) 之 0， 

出 sn*(z)70z) 概 合共 | 六 zz)1 .由 是 得 到 

定理 1， 当 jz)6 L(g, 0) 时 , f(%) 的 积分 画 数 的 全 楼 差 等 
及 

fiz) las. 

车 f(xX)&《C, 则 有 单调 增 加 的 阶梯 画 数 列 vs(z) 概 伍 堆 六) 
记 wn(z) 的 积分 而 数 篇 QZ) 副 (2Z) 的 积分 画 数 了 (7X) 可 以 寅 成 

F(Z)=B(r) + BT) BF ) + P(E) Sr)) + 
由 富强 尼 的 定理 , (x) 风 平 到 不 存在 , 募 且 成 并 着 等 式 

Fz) = lim pratt) = fl). 

但 是 (ZX)《€ (4 DO) 的 话 , f(%) 是 Ci 中南 个 出 数 之 差 , 因 此 ,我 们 
可 还 如 下 的 

定理 1. 车 AY%) 是 f(z)《 (a,b) 的 积分 较 数 , 则 天 (2) 埠 
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于 到 席 企 在 而 等 从 fz) 
现在 要 闻 过 个 定理 之 道 ， 在 怎样 的 状况 中 成 入 定理 ? 或 是 , 疤 
平 到 契 有 闭 数 的 连 积 丽 数 是 否 一 定 是 一 个 积分 两 数 ? 
下 面 的 定理 答 台 个 间 题 以 省 定 的 回答 . 
定理 2。 在 殴 间 [0,1] 上 存在 单调 增加 的 连续 画 数 了 (%), 在 


ee 


全 俏 了 大 另 中 不 尖 党 数 ,而 PP(e) = 0 
证明 总 0<<)< 王 1， 扒 0<x 扫 1 上 月 昭 纳 法 作成 如 下 的 
过 各 丽 数列 Ps(z) 发 Flz) = z。 息 姐 记 (z) 已 约 如 下 的 定 
闵 着 : 它 在 区 间 
(<B) 一 (下 ,二 二 工 ) (k 是 装 数 ) 


om? 
中 是 一 次 的 , 连 炉 的 ， 那 未 在 Z=a 和 2z= B86, 定义 下 naHI(Z) 一 EC)， 


在 < 和 8B 的 中 点 x 一 上 二 外, 定 六 
Fa (+ +h) - 1 F(a) + 
此 式 关内 + 是 增加 的 ,所 以 
> 
在 (ci 二 人 (2 二 ,Bp) 上 , 定 Fan(z) 之 位 坊 一 次 的 。 因 此 


Fn) > F(X), ei Bb. 
由 是 Fo(2) 委 812) 委 … 在 [0,1] 上 成 立 ,站 且 0 近 Fo(z)< 1， 
那 末 党 双 一 co 时 ,Ka(2) 收 敏 於 一 个 音调 增加 的 画 数 F(x). 


pcB). 


1+ 
2 


® © 9 oe eo 9 0s oo 。 


的 连 秆 画 数 ， 设 x 《 [9, 1], 则 必 含 在 如 下 的 区 间 [em, Bx] 之 中 ,但 


= 起，Ps 一 了 二 (是 整数 ,1 一 0,1,…). 


Fan(t ee) 一 Fnsi( an ) 一 工 十 [2, (Bn) — Fn (an )], 


第 人 章 积 分 311 


Fun( Bn) - Fann (2 二 全) = 上 一 = [Fa( Bn)—Fn(an)]. 


所 以 1 
mwHCBnH)》 — Frn(ann) = 一 [Fn(Bn) — Frn(an)]. 


由 疮 pz(ak) = F(ar), Fp( Bn) = Fop 所 以 和 从 上 式 得 到 
F(But) — Flonn) = 二 二 [FCBo) — Flom)]. 
由 是 
F(Bn) — Flan) = I 1 (6 = +t). 
由 是 得 到 FPC(p。) 一 (an) > 0; 当 郊 -> co 时， 
FUBs) 一 Fo) 全- 十 2 -> 0, 


因此 了 (xX) 是 一 妥 格 增加 的 巡 炽 丽 数 . 
音调 男 数 的 导数 户 (x) 是 烛 平 到 处 存在 的 一切 {aw} 和 {B，} 
是 可 列 的 ， 假 如 2 不 属於 得 个 可 列 集 , 那 末 
oan HL Br. 
从 
F(Br) — Plan) _ 


Bn — am 


和 无 限 浅 积 ][ (1 + 6.7) 的 发 散 性 ， 当 上 式 的 极限 存在 (2-? oo) 


时 ,其 榨 限 值 必须 等 於 0， 所 以 下 (x) 翁 乎 帮 处 等 从 60， 定理 伞 明 
完 界 。 
条 ”有 界 灵 者 的 连 征 画 数 未 必 是 一 积分 西数 ， 
定理 3。 贾 数 FP(z)，a < x < 5, 成 一 积分 而 数 的 充 要 条 件 、 
是 F(z) 在 [o, 6] 中 具有 把 对 过 种 性 . 
证 明 堆 下 (2) 是 九 %) 的 积分 画 数 , 则 当 [e, 0 中 的 子 区 二 
J = (Xp Th), EH= 1,2,..…,1, 


ITa 十 6 人 ) 
1 
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D3 F(x — F(z | Ii ba QZ. 
*) ( *) | hi “+J1 ' )| 


右 让 当 | 刀 十 J2 上 上 上-… 十 | 一 7 17 | 其 小 时 ， 可 小 走 任 意 小 


的 数 , 由 是 可 知 上 (x) 具有 移 对 过 和 炉 性 . 

现在 假设 (7) 是 一 站 独 淖 粮 画 数 ， 概 苯 间 (Xx) 是 一 积分 两 
数 . 由 众 丽 数 KMz) 的 正秋 差 丽 数 和 负 禾 着 面 数 部 具有 妈 对 连 积 
性 ,所 以 我 们 不 妨 假 屋 FR(z) 是 一 单调 增加 的 画 数 来 改 明 它 是 一 个 
积分 画 数 , 道 综 一 来 ,比值 

P(x + h)— F(Y) 
h 

不 取 负 值 . 且 当 卢 -一 0 时, 概 化 评 忆 (2)， 另 一 方面 , 当 玫 一 0 时 ， 
ft dx = 


a 


-了 工 / F(x )az of F(x) dn 


的 枚 限 笑 於 (B) 一 F(a). 份 法 前 的 引 理 广 (ww )& L(a, B), 下 县 
广 F'(w)adz PF(B) 一 下 (oa)， 
设 三 (2) 的 积分 画 数 坊 (2), 则 上 式 可 以 写成 
GB)— G(a) FF(B)— F(a). 
由 是 可 知 了 (XX) 一 GZ ) 是 一 单调 增加 的 画 数 ， 
良 认 下 (z) 一 G(X) 交 平 到 不 等 於 所 (2%) 一 下 (2) = 0， 所 
以 从 区 闻 画 数 坦 - - 节 中 定理 2 的 系 ,知道 中 2) 一 G(2) 是 一 常数 . 
因此 和 (2z) 是 一 稿 分 画 数 ,定理 藉 星 . 
我 们 现在 指出 哩 调 的 连 芒 函数 的 辕 构 ， 我 们 和 三 序 足 下 未 三 个 
休 件 的 单调 丽 数 (XY), 4 委 2 和 过 六 篇 一 奇 妥 两 数 : 
(- JE(2) 仁 [fa 05] 中 是 连 粮 的, (二 )P Ce) = 二 0, (三 ) 于 (2) 不 
是 常数 . 奇 哈 丽 数 的 在 在 ,已 兄 第 八 章 32. 
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定理 4. 和 的 天 画 数 F(XY) 不 具有 生 对 性 的 话 , 它 是 


se 


ee 


证 明 设 让 (x) 是 一 音 痪 增加 商 数 ， 4 2 则 由 前 定理 

的 姨 明 , (xX)《 L(ga,5). 是 

G(%) = fo mat. 
又 骨 前 定理 的 姓 朋 , 知 (xX) 一 G(X) 三 (x) 旺 一 增加 画 数 ， 由 
於 上 (t) 宇 0, 所 以 G(X) 也 是 一 个 增加 丙 数 . 父 由 礁 H'(x) = 0， 
所 以 得 到 所 示 的 粘 果 : 
F(X) = G(%) + H(X). 
定理 全 蛙 . 

系 ”单调 卫 数 了 (7X) 的 一 般 形式 是 F(z)=G(x) 十 H(z) 十 S(z)， 
S(z) 臣 一 阶梯 画 数 , 是 (*) 是 一 奇 民 画 数 ，G(z) 是 -- 椰 对 连 入 本 
数 . 

10. 符 个 实 变 数 的 画 数 ”此 地 限 於 责 个 管 谤 数 来 说 话 ,所 说 的 
事情 , 避 以 推广 到 三 个 ,四 个 … 实 饮 数 的 面 数 . 尚 先 定义 两 俩 实 搂 
数 的 阶梯 函数 2(z, y).， 发 (2, y) 平面 上 有 有 限 个 算 形 玉 ;(z= 工 ， 
2,…); 在 到 ;上 , 9p(2X,y) 等 座 常 数 Ci 在 卫 R; 之 外 , 9(2,2)=0， 
则 称 9( X,Y ) 是 一 阶 杰 画 数 . 平面 上 的 点 集 的 浏 度 和 画 数 疙 z,2) 
的 访 座 ， 可 用 对 床 原 理 来 展开 . 将 三 面 划分 篇 兆 长 篇 1 的 正方 形 


. 涩 : 
ZI 


下 Ra < 二 1 22< 2 十 1， 
(32 一 0, 士 1 土 2，…)。 

人 Kw 一 一 对 应 於 直线 上 的 匠 间 JJ 由 一 (二 IC = 0， 

…) 的 系 , 而 将 上 只 ,的 全体 写成 K(k 一 0， 士 1,2,…)， 
ge 对 大 从 8, 等 分 KD 篇 四 个 正方 形 

Kpi, KB, EKER, EK, 

等 分 /% 篇 四 个 区 间 7 呈 ，J 知 ，7 晤 ，7 晤 ;而 令 大半 应 认 天 网 
将 一 一 作品 (一 全 2 3 4) 写成 开罗 (k=0, 土 1 …) ,一切 J2， 
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帘 威 J (ke 0, + 1, 
施行 典 (K2} 和 同人 
和 苦果 篇 


中 KW 对 沁 大 J 和 


{KB} ~ {I}. 
如 是 逐次 进行 ,多 得 
{KD ~ {I p= 0,1,2,3,... 

过 样 一 来 三 面 .上 的 开 集 K, 对 麻 锥 直线 上 上 的 一 个 开 集 7, 我 们 
定义 | 7 | 篇 的 测度 |KI， 假如 及 写 吾 ， 央 以 | 民 | 的 下 界 坑 台 
的 外 测度 。 设 正方 形 S 含 有 则 和 从 |S| 沽 大 SS 一 加 的 外 测度 ， 
定 篇 户 的 内 测度 。 当 外 测度 世 等 於 内 测度 如 尘 , 称 五 是 可 测 的 
依 勒 恨 格 的 定义 .。 记 如 的 测度 篇 | 召 | = 五 = 斩 ， 这 些 概念 
和 定义 痢 焉 行 从 米 性 点 集 的 种 种 事情 .因此 许多 定理 天 众 米 性 点 
集 的 ， 在 平面 点 集 上 也 成 立 , 在 此 地 我 们 不 必 沈 一 指出 。 不 但 如 
此 , 关 饼 jz) 的 许多 事实 ,也 可 以 移 到 矿 z, y) 上 求 ， 例 如 和 矩形 

R= [as 有 委 5 cAYyLU 
中 可 测 巍 集 瑟 的 测度 可 以 计算 如 下 : 舍 在 吾 中 的 有 限 钻 正方 形 的 
和 Rs 的 面积 篇 Ra 的 特 徽 画 数 ee(z, y) 的 积分 : 


| Rn | = f/f en(X, Ydx dy. 
i 


假如 En CC Rnt CE,| RR | 一 ||, 那 未 en(2, 9) Bn(%, Y), 
二 | 委 | 互 |， 和 从 了 哄 梯 画 数 的 性 质 ， es(z, 2 ) 概 敬 挫 一 个 画 数 e(2， 
y). 又 由 惑 维 的 定理 ， 


Ne 2 )Q7Z dy = im /fw er yy, 


面 数 e(2， ) 的 平 到 不 等 认 互 的 特征 而 数 . 另 一 方面 ,关於 阶 梯 画 
数 en( 光 ， 2 )， 成 立 着 


ff enw ar dy =-/( 广 es(2500) dx. 
a A cc 
RE 


“由於 上 式 当 4% 一 22 时 的 标 限 存在 ,图 数列 
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广 en(2 YAY (N= 1, 2 …) 
概 钱 成 .个 x 的 画 数 ， 证 是 根据 着 阶梯 丽 数 的 定理 2 的 。 在 过 个 
事实 -上 ， 再 由 这个 定理 2, 函数 刘 ee*(2, y)(2 = 1 2，…) 概 俭 论 
e(X, Yy), 车 且 
lim f “en(z ,yd = /es, yy. 
由 是 ,从 
a : 沁 
im f° / exr(%, Y AY ax = / im enc, yay GZ 


ND 


, rb fa 
lim en( 2 Yar dy = e(x, y dy dzx. 
im /./. 
这 垂 形 灵 上 之 阶梯 画 数 p(x, yy) 的 全体 篇 Co R). 假如 Co(R》 
中 的 利 调 增加 画 数 列 gn(z, 9Y) 松 钱 认 Hz,9), 放 日 pa(x,y) 在 RR 
上 的 积分 篇 有 界 , 卉 末 襄 (x, 9) 属於 C1(R). 从 某 维 的 定理 , 成立 


等 式 
lim Noe dy = Niwa ay. 


奥 上 文 同 杰 ， 知 道 比 二 重 积分 可 以 改 成 累 交 积分， 在 关 样 的 基 矶 
上 ,我 们 获得 富 尖 尼 的 累 次 积分 定理 : 
定理 i。 车 f(x,y) 《CR) 则 


/rzanaz dy = 广 (f is, ydy ) dx = 
££ 
-f(r wer )oy 


此 地 的 疙 是 年 形 4 委 2 委 D cc 魏 y 近 Gd 攀 数 族 L(R) 的 定 
闵 可 仿 上 (4, 了) 来 复述 一 一 通明 对 麻 原 理 , 阔 数 族 Ci( 忆 ) 中 两 个 画 
数 之 差 是 Ca( 情 ) 中 的 一 个 而 数 。 等 式 
L(R) = Ca R) 
可 以 按照 L(&, 58) = Cz(a,5) 的 广 明 来 建立 . 


得 到 
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富 阅 尼 的 定理 ， 党 然 可 以 推广 到 浴 个 裤 鱼 吉 :.， yz 的 面 数 : 
或 不是 
< spD CZYZAd,", Ei 
则 党 站 2 7 0) 6 (2( 乓 ) 上 时， 


b ad f 
/. 三 … 1 Yy, GO AY dz = 人 


ffir, 2 ZA QAY, 0 
其 次 ,我 们 研究 矩形 丙 数 的 半数 ,此 地 的 - - 切 和 矩 形 RR, 它 的 两 

四 者 三 行 礁 十 个 坐标 轴 . 设 f(R) 是 一 具有 加 减 性 的 正 值 矩 形 画 
数 ， 八 坐标 轴 的 两 个 平行 裕 航 列 , 在 平面 上 ,都 是 到 处 稠密 的 , 由 
是 作成 一 季 的 于 的 矩形 ( 尼 ). 设 PE R，Re ( 尼 ), 草 当 R 的 对 角 
粮 收 稿 礁 卫 点 时 ,比值 

RK) 

1E| 
有 上限 Df(P) 熏 下 限 DHP). 当 Df(D) = D1(P) 上 时, 窟 此 共通 
值 篇 Df(P), 称 信 RE) 在 点 了 具有 遵 数 Df( 了 ). 由 座 区 间 丽 数 克 
平 到 万 有 尊 数 ,所 以 从 半 称 原理 , Di(P) 炙 和 平 到 处 存在 . 但 是 我 个 
必须 有 位 阴 过 事实 保 (E ?无 并 作 ， 明 休 地 酸 : 


P 记叙 集 (本 面 测度 和 0 的 点 集 ). 
证 明 ”所 要 芋 明 的 是 :除开 一 个 零 集 ,等 式 
lim HB) lim {RE) 
Be IE| So IF'| 
不 成 立 的 点 了 成 一 零 集 , 此 地 (RR) 和 (R') 表 示 雨 个 矩形 条 综 . 
由 於 (R) 中 的 界 禾 (R 的 复 ) 和 (R') 中 的 界 首 的 至 体 成 一 需 集 ， 
所 以 我 们 不 妨 光 是 考 看 和 R' 内 部 的 点 户 ， 业 且 光 是 考 感 璀 个 
极限 
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= im KR) DFP) = lim HE) 
DAP) = lim FET 和 DP) = lim i 


都 存在 {而 不 相等 ) 的 点 P. 设 c 和 ?7 是 南 个 正 的 有 理 数 Cc 二 7, 读 
项 合 
Df(P)< ec<r< DP) 
的 一 切 已 所 成 之 集 需 ((c, 7) ) 的 话 , 闭 末 点 集 (Df(P) < 之 D'fH(P)) 
是 ((c,7?)) 关 於 c 和 7 的 和 和 集 ， 因此 ,固定 c 和 7, 我 们 将 朋 ((¢,7)) 
是 一 零 集 的 语 , 就 知道 (Df(P) 过 D'f( 了 P)) 是 一 - 替 集 . 
设 P&E((c,7)), 记 得 列 (R) 中 适合 RER)<<c FR| 积 PE《R 的 
第 - -个 慷 篇 Rp. 将 革 些 Rp, 去 其 重复 ,得 一 条 的 答 形 再 C( 吾 ). 又 
如 斋 合 
FBR')>r|R | 和 Rc Rp 
的 (有 ) 中 第 一 个 六 篇 Rp: 将 间 些 Rp, 去 其 重复 ， 得 一 系 的 短 形 
> CC (BR'). 对 浴 马 和 中 的 怪 和 RR', 我 们 有 
rR AZHR) < HR)<EIRI. 
篇 记 帕 的 太 一 起 见 , 富 上 面 的 请 篇 RW, R' 篇 R'%, 则 得 
z [RW| ST | RO |. 


现在 记 繁 列 (R) 中 适合 人 民 )<c|RI PEE,RCc RQ 的 最 初 之 
中 篇 ,等 等 , 则 又 得 
EIR EEEIRI CEEIRY. 
也 
因此 , 
EIR | (£) | RY|, 
了 
如 是 攻 纺 进行 ,得 到 
ER | SEI Rm | (人 2) IERY, n= 1,2,., 
7 
册 藉 ((c7)) CC 2ROmD,% 二 2， ,所 以 ((c,7)) 是 一 堵 集 . 
同样 可 获 (D'f(P) 一 D1(P)) 是 一 需 集 . 申 是 除 天 一 个 零 集 ， 
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pwP) - Df(P). 

设 f(R) 是 一 具有 加 减 性 的 矩形 画 数 . 当 尺 分 篇 任意 个 和 托 形 
Rx 上 时， |f(Rz) | 是 有 界 的 话 ， 称 其 上 界 篇 夭 形 五 上 的 全 磷 差 ， 
记 此 至 炮 荆 篇 Tix(). 7T7( 民 ) 是 大王) 的 全 磷 产 本 数 ,从 

i(R)= TAR) 一 [77 总 ) — f(R)] 
知道 有 界 要 差 的 矩形 画 数 ( 即 77( 召 ) 常 篇 有 限 数 的 (RR)) 是 两 个 
正 值 算 形 画 数 的 着 、 着 是 奥 一 个 负数 x 的 有 界 焰 差 机 数 相 类 似 
的 ， 类 似 秦 第 六 章 35 定理 6 中 等 式 
17F(z)| = T(x) 


的 ,有 如 下 的 定理 。 
定理 3。 着 7 尼 ) 是 一 具 有 加 波 性 的 有 办 符 老 的 年 形 机 数 , 则 
等 式 
DTAP) = | DIP)| 
光平 虎 话 成 立 . 
进 是 可 以 仿照 | 产 (xX) | 二 T'(2#) 的 姓 阴 来 建 并 的 ,因此 我 们 首 
先 拓 广 富 珊 尼 的 分 项 微分 定 礁 延 形 画 数 级 数 : 有 共有 加 减 性 的 正 值 


se 


蝗 然 地 ， 道 个 拓 广 站 不 需要 特殊 的 (村 平 -个 焰 数 的 画 数 的 ) 


”证明 . 


利用 过 个 富强 尼 定 理 ,我 们 就 能 按照 第 六 章 35 定理 6 的 体 朋 
水 建立 定理 3. 

11. 勒 具 格 积分 在 复 杰 莉 数 窒 上 之 一 应 用 “下面 的 定理 是 复 
焰 画 数论 的 基 左 。 

定理 2 的 下 而 上 之 一 攻 直 ， G 的 境界 C 是 一 


es 0 0 » +* 。 ¢o +» 
§ 


rs 


送 是 纳 数论 中 柯 西 定理 的 拓 广 ， 我 们 窒 在 通通 巴 拿 兢 的 定理 
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来 种 明 它 ， 
巴 拿 薪 的 定理 ” ”在 原则 [o 8] 上 , g(x) 是 一 有 界 磷 差 的 堪 


太 画 数 . 设 y 基 一 实数 ， k(y) 表示 适合 9(02) = 2 的 2 之 个 数 
[Kk(Y) 可 以 篇 co] 那 末 9(x) 在 [4,5] 上 的 至 绊 关 等 雁 勒 贞 格 积分 


广 K(Y)dYy 
镜 明 冷 [6,0] 任意 作 一 分 点 系 欧 D(xXf?,…, XY 外 )(n 一 1,2,…) 
D(ai™), 。 ,人 ) CC 万 (Qt 二 1 | tl )， 


max( zh — wh) = (HY , 10, TRE) = bn ~—> 0., 
固定 72， 1 个 小 匡 间 [24 2 ), [2 04 ] 
中 含有 方程 
9(Z) 一 2 
的 解 的 芭 间 , 设 其 个 数 篇 io(y), 那 末 如 (7) 之 jrhn(y). 假如 k(y) 
是 一 有 限 数 , 那 未 当 % 莫大 时 , jn(y) 等 於 Kk(y)。 假如 k(Y) 是 
二 co, 那 未 ior(2y) 一 co。 入 而 车 之 ， 
lim kn(Yy) = kK(Y). 
作 如 下 的 画 数 ,(Y): 当 方 程 9(%) = 在 [zz 的 ] 有 解 时 ， 
kwy(Yy ) 等 於 1， 若 不 然 , kw,(y ) 等 於 0。 那 未 
Km(Y) 十 oa) + + knn(y) = Kn(y). 
届 g(z) 在 [z 纪 2 的 ] 中 的 上 界 和 下 界 篇 型 六 ， 和 多 那 末 ， 当 
MY 之 YY 之 以 四 时，Kmw(y) 二 1; 当 Y 过 MI 或 y 这 M9 时， 
k.(y) = 0。 由 是 、 


Da 一 人 i "ay = M2 — mf 


fly)dy = HME mi) 
全 


1) Banach, Funiamenta Math. 7 (1925), 
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:六 


> Boz) gr) |. (1) 


但 是 画 数 9g(X) 是 连 午 的 ,[Z09,% 人 9] 中 必 有 如 下 的 雨点 9， 7 : 
gm) = MO, gv ) = mM. 
所 以 (MD 一 mo) = |g(E 扑 ) 一 9(79)| 短 了 .把 者 个 天 会 
和 (1) 合 借 起 来 看 ,知道 
lim /ray = 了 
设 g(x) 的 上 界 和 下 界 是 以 , m, 利用 86 的 定 更 7。 
M yd 2 op 
V = im / kn(Yy)dy = 人 kl(Yy)dy = 广 K(Vy)Q2D 
惟 明 完毕 ， 
因 下 是 一 有 限 数 ， 所 以 使 K(Y) = 十 co 的 2 其 全 笨 成 一 零 
集 . 利用 和 个 性 质 易 证 于 面 的 
柔 1] 丽 C 是 一 县 的 连结 由 贸 ， z= gt),Y = h(t), a 


.© © * 0 0 oo + 0 * 
ee oo + 9 so 0 + 


ns 


证 明 事实 上 注 合 gt) 二 Cc< 和 有 (c) = co 的 c， 甚 全体 成 一 
直 萎 上 之 点 集 五 , 因 %( 切 是 有 界 释 善 ,所 以 总 是 零 集 - 辟 明 完 畦 . 
和 柔 2 假如 穆 域 6 的 生字 是- -有 蚊 的 车 茹 荔 绥 ， “本 汉 台 全 


OCR 
no oo + + 


ee 
g(t) = ¢, Kk(c)= co 
的 一 切 数 c 成 一 零 集 如 , 具有 形式 
C+mem=0,+1,+2,.……),cEh 


1)》 定理 中 ，g(z) 的 速 千 性 ,是 不 可 如 除 的 假发 , 例如 
g(x)=0 (0<Sxz< 和 1， ZX 了 天主 )， 9 (4)=1. 


那 末 =2,， /KCV)adv=0. 
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一 切 数 成 一 零 集 e(6). 假如 we el(6), 那 末 毕 行 黎 租 


T=aF mm=0,+t1, 二 2,...) 

中 的 任何 -一线 与 C 的 交点 不 过 有 限 侦 ,同样 中 得 举行 入 姐 
y=B+ mm=0,+1,+t 2,..), 

其 中 任何 一 粮 与 C 的 交点 不 过 有 限 个 ， 性 有 完 星 . 

种 分 定理 的 证 明 ”假如 单纯 时 曲 绥 完全 次 在 G 中 ， 那 未 
fs) 在 [ 上 的 积分 等 於 0, 过 是 普通 西数 葵 中 有 鸽 明 的 事实 。 更 
在 假设 。 是 任意 之 一 正 数 ,由 画 数 Xz) 在 G + C 上 的 连 和 炉 性 ,， 必 
有 如 下 的 正 数 6,5 过 1, 当 G+C 中 两 点 > 和 仁 : 的 距离 小 於 26 时 

if(2) 一 Ke)|<<e. 
由 上述 的 条 2, 作 两 粗 互相 直 交 的 焉 行 厂 , 划 人 外 G 需 有 限 个 区 域 G,， 
G。,，…， G+:， 相 购 丙 下行 入 的 距 风 等 酥 5 设 C, 是 G, 的 正方 向 境 
界 ， 0 …, Cm 都 含有 C 的 点 Cm …; Cy 都 不 含有 6 的 点 , 那 未 


/ads 一 >/, 1(z)dz, f, fods=0 (=m+l, ,7). 
最 后 的 7 一 mr 个 等 式 ,是 根据 普通 画 数 座 中 西西 定理 的 。 由 是 


/oa >/ f(z)a2. 


设 1 < 9 委 mm, 多 是 C, 上 的 一 点 ， C, 的 长 是 b,, 韩 末 当 € C, 时 ， 
? 与 2 的 距 购 小 於 2 


/era | = | Lie) — foride | 


fe dz | elh+t bin) 
Ci 十 Ci 十 … 十 Cm 是 由 C 的 弧 段 和 种 种 直线 线 所 构成 的 。 上 述 
两 尘 行 米 租 所 成 之 许多 小 正方 形 中 ,有 过 着 C 的 是 的 , 设 和 过 种 小 正 
方形 的 个 数 是 和 N. 设 C 的 长 是 那 末 
二 + 下 十 x 过 + 46N. 
五 个 妖 楼 的 小 正方 形 中 , 必 有 十 侦 小 正方 形 相遇 ;不 小 於 56, 分 C 篇 


< 
因 之 
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[二 ] + 1 部 分 ,使 各 小 部 分 的 长 都 小 众 部 全 一 部 分 所 能 接 角 
的 正方 形 ,最 多 不 避 四 个 ,由 是 可 知 

NA (5 + 1). 、 


因 之 4 十 下 十 术 过 L116(1 二 5) 二 17 十 16, 由 是 
|/ fa)a|< ein + 16). 
e 是 任意 的 ,所 以 上 面 的 积分 等 从 0， 定理 广 些 . 
12. 含有 惑 具 格 积分 的 各 种 基本 解析 工具 、 分 册 积 分 法 。 屋 
帮 z) 和 9%(z) 在 [o 5] 上 的 支 具 格 积分 都 存在 、 时 


Gdz) -三 g(t)at, F(x) = ft)dt, 

那 末 

b 加 

人 f(zIG( dx = rb)Go0)— f Ow P Cn) dx. 
证 明 8F(z) 和 ClCz) 孝 是 连续 夯 数 ,对 让 es 二 0 有 25: 当 2 和 

w' 的 差 小 於 5 时 ， 

[F(x) — F(x’)|<<e, |G(5) — G(x') | e. 
设 a 一 Vo ti ‘wn = b, Et a (k=1, 2, ,17), 


那 末 , a 
/ ” F(x) — ECzn)]g(z)dz |<。/ | g(x) | az， 
IV zk 一 1 ZK 一 1 
由 是 从 1 
ACD ME 一 > [F(z2) — F(x)]Jg(2)dz 十 
2 p=1* “天 一 ] 
+ Fn f™ Gn)de 
k=1 Te—1 
和 Gx) 三 g(x) 得 


| Ge) Fe) dr 一 全 Fr) {G(xp) — G(r-D)]| < 
k=1 


< «| Ig) lax, 
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间 榜 
下 FCGO)GC) dx — EG DIE - ecoD]| < 

| fn a 

由 於 
BB) Gre YIP) — F(Tp1)] 十 
1 
+ DI F(z GL) — G(X1n)] = FP(0)G(D) 

所 以 


/ G(z)P(z)az 十 /人 (oz)G(z) — F(5)GCD)| 一 


<ef Ui) 十 1g(z) Hax. 
合 s-> 0， 以 洲 得 分 雌 积 分 的 公式 . 


六 D(z)9(z)dz ry p(z)dz. 
M NM 
证 明 因 mp(X) 达 9(%)pP(X) 过 MO) 所 以 9(%)p(3) 在 
避 上 可 以 积分 ,从 
mf pvare 人 OY p(X)ax, 
知 [mn， ?中 有 “ 送 合 题 意 ， 


四 


章 合 外 
rr p(z)F(z)dz = ee js)dg + A F(z)dz。 
当 黎 曼 人 积分 / f(x)dz 存在 时 , 必 是 天 也 斯 腊 泣 司 的 定理 ， 
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习 明 ”假设 pz) 是 一 注 少 丽 数 术 共 上 明 训 好 了 。 设 (zw) 是 
fz) 的 积分 画 数 , MM, m 是 下 (X) 的 .上 界 和 下 界 。 於 [4, 8] 作 一 分 
点 承 藉 D(%, "yy Yn ) ， 6(%, ""*, Xn ) -> 0. 读 


S( Vy, Xn) = DIF(xp LPTE) — P(X)] = 
k=1 


= Bo) Fr)ds — pb) Fb). 
1 TRE—1 
那 未 
m[p(b) — pa) SESW oe, Kn) SE MIL) 一 2(0)]. 
所 以 [mx, MI] 中 有 2 = 二 p(w,… ,Xn) 适合 亦 S(T …, Zn) 三 
二 LL9(0) 一 2(2)]. 当 6 一 0 时 ， 
b 
lim S(%1, 1 , Tn) = 人 Fz)op(Z)Gz ~ pbIF(D). 
事实 上 ,次 
Tk 
= ys Cn) 一 Max x)iaxr 
e = E(x1 ) /2 ) | 
的 话 , 则 党 6 一 0 时 ,一 0。 另 一 方面 
pb 
| /Ke)p(z)ar — (Pb) 一 (zu wm)| = 


于/ [2(2) 一 P(x) f(z)dr :< 


< > [etza) — (zh 2 Hi) 1a < 

< efg(o) 一 2(u) 
因此 

Ka)g(z)az = lim p(wy …， Xn) [P(4) 一 (5)1+ 
十 9(D)P(D). 
六 f(z) 的 这 种 性 , lim & 是 天 (2 ) 之 一 画 数 值 设 4 = 下 (E)< 
忒 二 全 0), 就 得 到 所 要 的 桔 果 . 
设 4 和 号 是 如 于 的 两 个 数 :2(a 十 0) 委 4,p(8 一 0) 之 也 . 
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取 9(4) = 4, 9(1) = 8B 的话， 机 数 9(X) 佬 并 区 间 [4, 9] 上 仍 不 
失 单 调和 性 ,因此 [4, 8] 中 有 点 适合 

f pCi)de = Af fds + af f(z)a%. 
a & 3 
党 9 宇 0 时 ,不 妨 取 B= 0, 由 是 得 
邦 罗 的 平 汐 伪 定理 在 [a， 0 七 设 1¥) ) 革 有 惑 内 格 积分 ， 


ee 


EE: 

[vf rd = jw f(z)dz. 
很 如 9(2) 是 一 童贞 增加 的 正 什 有 有 界 本 名 , 郑 术 [a, 5] 中 有 如 下 的 
7: 


广 PXT) az=p0) f(x) ax. 
设 0 之 之 Up(x) = 二, 那 末 [LU] 中 及 适合 


U qi X 
1 ， 
f[ near = sin w dz. 
5 ZH LyLr 


所 以 积分 的 移 六 值 小 於 元 . 当 荆 基 大 时， 二 世 小 ,过 就 是 性 明 积 


分 
/ SIn% 7 
1 % 
的 收 伊 性 . 


炎 个 篇 单 的 不 等 式 ” 设 z 之 0, f(x) 和 og(z) 是 雨 个 单调 增加 
的 连 积 画 数 , 9(0) = f(0) = 0, 假 如 f(x) 和 g(y) 互 篇 道 丽 数 : 
y= f(x), 2 = g(y). 
那 未 当 0 守 0,b 衬 0 时， 
f° f(%)dz 十 三 f(y) dy 之 ab. 
其 中 等 号 限 於 5 = j(a) 时 成 立 , 这 是 杨 格 (W. H. Young) 的 不 


元 纳 (Bonnet) 的 原来 定理 , 限 於 黎 曼 积分 。 
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等 式 , 它 的 芙 确 性 .可 以 从 下 轿 直 砚 地 有 明了 上 ， 


Y 
b 
z) zzZ 0 pr 2 
发 < = 一 1>>0, 二 十 二 一 1, 认 榜 格 不 等 式 歇 1(z)=z, 则 得 
1 2 1 
7 Da ab(e >0, o>0,b >0). 
等 号 成 立 的 充 要 人 条 件 是 0 = ar. 过 就 是 
到 四 二 ba > ab, 但 二 + 二 =1. (1) 


其 中 a, 0, D, 9 都 是 正 数 . (中 等 成 立 的 到 要 傈 件 是 b=0?™, 
Bar = b'. 


在 凤 集 M 上 , 设 正和 值 画 数 p(x) 和 y(3#) 的 积分 都 存在 .又 设 
加 十 村 =1， 2 > 盖 0,9 盖 0. 假如 9?=(9(X))? 和 =(v(2))? 


也 都 是 可 积 的 , 划 和 从 (1) 得 到 


y | 
过 azx 一 1。 
| By /pear 加 “77 ydx 


其 中 等 号 成 立 的 充 要 人 条件 是 比例 式 9?: ?== / wzdz: / prdx 挫 
平 不 不成立 。 由 是 得 着 
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苇 而 要 (Hatder) 的 不 等 式 设 p(X) 和 有 w(%) 都 是 在 训 上 
本 以 积分 的 正 什 栈 数 ,假如 9? 和 在 以 上 也 可 以 积分 的 话 ， 屠 


ee 


PTI Hd < ( /, Pp?(L) ads 六 人 /, WA wdr k. 


但 p 之 0,4 之 0, 二 十 二 一 1 等 式 成亲 的 充 要 条件 是 比 
P(X): yr) 
在 MM 上 闪 平 不 等 伶 同一 常数 ， 


麻 该 注意 , 当 画 数 9(%) 可 以 积分 时 , 9?(YXY) (Dp > 1) 未 必 可 以 
积分 .例如 


1 
p(X)=2? (p>1,0<7rA1l) 
! -了 1 or 
/ P(X) 一 DT / PTL I dL 二 Oo 。 
狂 严 而 赛 不 等 式 容易 注 出 
敏 离 夫 斯 基 (Minkowoski) 的 不 等 式 设 pP 之 1, 9 之 0， 
由 宇 0， 那 末 


| /ez + wer))rar p<( ft)ds + 
(ee 


其 中 等 号 成 立 的 充 根 条件 是 : 9(z): 4(z) = 常数 ， 
证 明 设 P 之 1, 将 三 + = 1, 和 从 赫 而 赛 不 等 式 ， 
人 (@ 十 风 )2d7 = 1 PlP + V1dz 十 人 (V+P) dz < 


<( 人 prdz ) (人 (@ + Pd os 


* 当 p=g=2 村, 夭 视 诅 互 区 和 萍 尼 亚 可 天 斯 其 (RFvrrkopekni 的 的 不 等 式 
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(了 oo (f war ) 本 
=|( 人 prax ) 十 (f, prax pf/ ‘+6yas EB. 


由 是 得 着 所 要 的 不 1 中 表 的 等 式 成 立 休 从 是 
Pp? (P+) 和 yg +)? 
汉 平 处 威 等 从 常数 .这 就 是 膏 9: y= 常数 . 
13. 自 隆 ‘(Perron) 积分 设 作 *X) 的 定义 区 是 [4,8] ， 潮 於 
任 一 正 数 *， 假 如 有 正 数 9， 当 [4&，08] 中 不 相 重 点 的 有 限 侦 太 并 
= (4,, b,) 适 合 |J, | 之 6 时 ， 
Z|1f(D,) — fH0)| < 
那 末 f(z) 在 [&, 5] 是 全 堪 续 的 .现在 置 A = A(Jy ya jx) = 


= 1J,1, 设 f(x%) 是 一 至 连 炽 钞 数 , 那 末 当 人 A 一 0 时 (f(b,) 一 
一 (4,)) 均匀 收敛 於 0。 假如 


lim BE,) — fF0)]>0 
均匀 地 成 立 , 那 末 称 f(z) 在 [a, 0] 是 下 千 笃 连 粮 , 又 假如 
A— 0 
均匀 地 成 立 . 称 F(x) 在 [a, 5] 是 上 定 全 连续 假如 
lim >[i(b, ) —f(a,)] = 0 


均匀 地 成 立 , 那 末 Hx) 在 [a b] 一 定 是 全 连 精 :篇 什么 呢 ? 机 


J, = J, + I J = (0 6b,), J = (aY, bY), 
(6,) — fo) 0, fb7) 一 大 or) 大 1 


lim 2[f(b,) — f(a,)] = 0, lim[f(07) ~ far)] = 0 
因 之 
iim 之 |f(a,) — fF(5,)| = 0， 
下 面 指出 上 (下 ) 盾 至 违 炉 函数 之 一 重要 性 质 ; 
定理 1， 一 间 [c, 0j 了 上 之 上 (上 ) 后 全 连续 两 数 1(%) 的 半数 


ee 
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用 (x) 纵 平 万 不 存 在 ， 
证 明 设 Dif(z) = 一 oo 的 + 之 全 苯 硫 一 点 集 如 |, 我 们 要 
履 妃 ; 是 一 需 集 ， 假 如 + 的 外 测度 上 之 0,， 陡 末 [a, 了 D] 必 有 一 部 


分 区 问 九 , 其 长 等 从 2 4 而 J 瑟 ; > 0. 几 又 有 一 部 分 区 逆 万 ， 


其 乓 等 从 174| 而 了 > 0。 如 此 连 米 进行 ,Jr-， 中 有 一 部 分 


荐 半 .. 
[7 = S171), Br >0. 


置 wk = BJ 那 末 px 世 1Vr| 玉 0 设 开 集 Or 了 B47pl O41 过 
< 过 2p;, 对 认 马 HE 中 一 是 了 Ou 中 有 点 XY' 适合 


KH )— HN) 1 和 vw' > (1) 
到 Hk 


如 是 ,五 jz 中 任何 点 2 的 右 方 附着 (X, 2 ) 划 合 (1), 由 谢 尔 兵 司 基 
的 测度 定理 ,1(7X, x')} 中 有 如 下 的 不 相 重 万 的 有 限 个 区 间 : 

(XK, IE) (v= 1,2,., N:), 
(2 240) C Op 点 集 VB+ 落 在 过 些 区 疝 中 的 部 分 之 外 测度 大 


状 : 1 4. 那 未 (24D 一 zt) > 因 之 


> [f(z4) — Fz) < 一 3 (2 — oh) < — 
当 k yoo 蛙 , (X42 一 % 多 )) 一 >0， 所 名 lim 了 [Fo an]< 
一 了, 过 不 合作 下 全 全速 芒 的 假设 . 所 以 上“ = 0. 

同样 可 改 六 Hz) = 一 co 的 了 之 全 体 成 一 零 集 瑟 -. 

和 1 旗 然 都 是 霉 集 ， 那 末 由 沙 克 思 等 一 人 的 半数 定理 ， 
X2) 滞 乎 处 处 存 仁 . 

假如 jz) 是 一 上 定 公 连续 画 数 , 那 未 ，-- Mz) 是 一 下 生 全 过 
古 蝇 数 ,所 以 Xz) 闪 乎 卡 上 存 在 ,定理 泪 洗 . 
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设 j(z) 是 [a, 5] 上 所 定 闵 之 一 西数 , p(x) 是 如 下 的 下 生 全 连 
“ 夸 画 数 : (a) = 0 天 人 


v(x) > f(x) 
在 (%, 2 ) 上 埠 乎 诬 厅 成 立 , 称 适 样 的 (Xz) 篇 作 x ) 之 一 盆 积 画 数 。 
假如 p(X) 是 一 上 生 公 连 炽 画 数 , 9p9(4) = 0， 
p(x%) fH(L) 
在 (a, 5) 上 烛 平 不 破 成 立 , 那 末 到 样 的 2(z) 坑 几 z) 之 一 损 积 画 数 
定理 2， 痪 4(zZ) 是 几 z)(a 委 2 委 b) 之 一 丛 仿 画 数 ，2(2z) 
是 7(z) 之 一 捐 积 丙 数 , 那 末 
w(x) = (2) — p(X) (和 2 和 二 0) 
是 一 日 调 增 加 两 数 . 
证 明 因 @(#) = V(x) 十 (一 9(%))， 所 以 w(x) 蚌 一 下 生 
全 连 种 画 数 .对 从 0, 必 有 人, 当 30 一) 二 6 蛙 ， 
之 [of(D,) — w(0,)] >—&s, (1) 
伍 Sta 6,) 是 不 相 重 磺 的 有 限 个 环 间 (0,, 5,)，(a, 5) 除 一 雾 集 
五 , 在 其 它 各 点 z, oz) 存在 , 且 
P(X) 和 HZ)< 委 册 (Z)， (7 万 ). 


假如 2 不 属 大 忆 , 那 末 
oT) = (7) — P(r) 12)— Hr) = 0. 
对 於 过 种 2, 有 如 下 的 Xx": 
WX) 一 o(O) > — e(x' — 12), x > 7. (2) 


过 就 是 说 在 蕊 的 从 集 C(B) 中 各 点 x, 有 区 间 (X, 2x 人) 适合 (2)， 由 
谢 鲜 兵 可 基 的 测度 定理 ，{(x, x )) 中 有 不 相 重 点 的 有 限 个 区 间 
(wk; w(K 二 11,2,.…, 入 ) 适 合 
(21 一 02) 十 (22 一 0) 十 … 十 (2 一 0v) >D 一 ww 一 0. 
是 集 [w 0] 一 三 (zz ) 也 和 从 有 限 个 区 闻 (c, 0,)(v = 1, 2,…1) 
所 构成 , 它 的 测度 小 於 5. 由 (1) 与 (2) 得 
wb)— wa) >—e— eb—a— 5). 
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合 。 一 0， 就 得 着 0(5) 之 wo(4a)， 同 理 当 (4 二 c 过 4 之 b 时 ， 
ed) >w(0). 定理 膝 举 . 

设 f(x) 的 定 六 区 是 [0, 8], 固定 [4, 5] 中 的 一 点 x。 记 f(x) 
之 俭 积 画 数 Y(z) 的 下 办 篇 和 (z), 损 积 画 数 p(z) 的 上 界 篇 B(x). 
称 多 (2) 篇 1X) (a 之 过 6) 的 彼 隆 的 上 积分 , 9(z) 篇 彼 隆 的 下 
积分 . 帘 着 

8(z) = (D) /fbat, Br).= C1)" Fi)dt. 


从 定理 1 知道 (x) 汪 0(z)， 假如 罗 (5) = 8(5), 称 f(z) 在 
[a, 8] 具有 彼 隆 积分 
(P) /Hz)az = (0) = 800). 

此 时 对 从。 > 0, 有 签 积 而 数 y(x) 和 损 积 丽 数 %(2) 适 合 

6) — p90) LL) — $60)+e= 6. 
从 定理 1， w(x) 之 $(5) 一 PLD) 之 e. 另 一 方面 ， 

WR) Oo— PR) ELLE — P(E) = w(E) LZ wb). 
所 以 &(z) 一 D(z) 之 6. 因 之 2(z) = g(z)， 过 就 是 说 : 当 

(P) /Hz)az 


存在 时 ， 
/Has (cw) 
也 存在 ， 此 时 , 雨 阔 数 
2) — Pf at Pf fbat — pr) 
都 是 单调 增加 。 篇 什么 昵 ? 设 4 过 2 二 z 之 5, 皮 f(x) 之 一 损 积 
汞 数 9,(2) 使 它 适合 
pz) > CP) {Fiat 一 
由 定理 1, WZ) -9(z) 之 4z) 一 g(x). 因此 ， 
po) 一 wz) SUL) — PP) fi)at +e. 
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vi) — Pf Hat ew) — (P) Ht)dt +e. 
售 s 一 0 知 y(z) 一 和 (2) 是 一 里 调 增加 画 数 , 同 笠 可 眉 @(z) 一 2(2) 
的 单调 增加 性 . 

定理 3， 假如 f(x) 在 [a, 0] 上 的 彼 隆 积分 存在 , 那 末 


® ee + 1 0 » »。 


Ef fbDat | = f(x) 
在 [4, 8] 上风 平 咸 感 成 立 . 


证 明 ”对 座 正 整数 %, 必 有 签 积 画 数 如 (2) 通 合 
[A 
tb) — Pp)f f(x)dz +, 
a nn 
所 以 
fs 1 
bz) 一 (门人 Fiat ,ab. 
a nN ， 
事实 上 ,上 式 左 泪 是 x 的 增加 画 数 ， 由 是 Pn) 一 1 ， 2， …) 匀 
伍 於 
(P) fiat. 
同样 ， 对 共 fxz) 必 有 它 的 损 积 画 数列 pa(z)() = 1, 2,…) 与 化 
套 1X) 的 彼 隆 积分 画 数 [a, 5] 中 有 零 集 K, 当下 属於 天 时， 
Pw), p(x) (0% 一 1 ， 2， "°° 
都 存在 . 设 * 过 xw"， 痢 未 
gr(2") 一 or 人 (20 SP) Fiat — CP) fH)at< 
nz") ~ al 2'). 
夺 於 一 切 正 整数 ?成 立 ,下 5E 克基 上 式 填 一, 乘 以 -二 
全 x" 一 z, 得 着 
px) <Dr| Pf Hat |< 
TA (1) 


一 2 
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又 蕉 上 式 , 置 z” = x, 乘 以 二 全 2 一. 邢 末 得 到 


pi(2) SD [2) /twat |< 
<D-| Pf rat| < vs). (2) 
由 是 ,四 个 而 数 D#| (P) /T(tyat | 那 是 凤 平 处 不 到 有 限 值 ， 利 


用 导数 定理 ,知道 
时 [CPP rat | 


权 平 不 处 存在 .因此 ，[4; 8] 中 有 替 集 Ko, 当 2 不 属於 Ko 时, 上 
记 的 半数 存在 ， 
设 之 0, 适合 
Wo 人 2) 一 ga(2) 之 6 EK Ko 

的 一 切 点 2 成 一 点 集 如,, 那 末 | 如 | 一 0， 假 如 不 然 ， 必 有 正 数 
和 5 和正 整 数 烈 25(7 = 1 ,2,… ) 适 合 

| 有 | 疡 6 (7 =1,2，…)， 
音调 增加 画 数 on, == yr 一 oo 在 吾 。, 中 任意 -一点 %， 

wn(X) 之 6 

所 以 有 2 适合 於 wni(2 ) 一 wn,(X) 之 > Fe(% 一 必 ) 汪 0, 册 谢 尔 兵 
司 基 的 测度 定理 ， 有 如 下 的 不 相生 是 之 有 限 个 区间 

(Zr, TE) (k=1,2,..,N), 


NY 
Ew — oi) 0, on (sh) ~— on( zp) > <. 
2 ”| 2 
由 是 


N 


PD [on (2) ~ on,( zi)] > 生 ， 


人 
从 or( 一 D) = wn(0) — wn(0) > DB) [on (8) — won, (vp)] 
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知道 


wn(b) = yn,(0) 一 pn(b) > 所 


当 了 一 co 时 , 左 泪 篇 0， 过 是 不 合理 的 ,所 以 | 囊 ,| -> 0. 
由 往 积 画 数 和 损 积 两 数 的 定义 , 除 一 雪 集 人 中 的 点 xz 而 外 ， 
PE (3) 
由 (1),(2),(3), 党 XEK 二 Ko 二 + Kj 十 BE, 了 时 ， 
a rT 
CAA fat | — fx) | < 


由 於 | Br | 一 0, 所 以 上 式 龙 平 处 处 成 立 ， 又 因 。 的 任意 性 , 知 


a * 一 
dx LA/. (bat | = (2) 
在 [4, 8] 上 兴 平 处 不成立. 


ee 


4 0 


欠 明 届 (二 ) /fw)dx 存在 , 那 末 双 连 娄 而 数 
(1 {Hidt = 0%) = p(z) 


是 (x) 的 第 积 丽 数 , 也 是 加 7) 的 损 积 画 数 . 所 以 f(z) 的 彼 隆 积 
分 存在 , 且 得 


Df fa - (P) “fivat. 
假如 fz) 是 一 有 界 孙 数 , 那 未 有 这 圳 醉 数 v(x) 和 (x) 适合 
jzZ) 和 Ho2) 委 90)，( < 二 2 0b). 
由 是 得 着 Xz) 的 丛 积 画 数 %(z) 和 损 积 丽 数 w(z): 


.2z) = /swat, g(t) = 大 h(t)at. 
假如 彼 隆 积分 (P) / f(z)dz 存 在， 设 S(z) = Py f° ft)at, 
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a 之 % 之 ww 之 5b, 那 末 
9(%) — PK) ESR) — SFH) CLL) — y(%). 

设 (Xx, Xi) (k= 二 1,，2,…) 是 fa, D 中 不 相 重 居 的 有 限 个 区 闻 , 那 末 
之 [82 ) — PLE)] ELS ) 一 SOzc)] < 
Zo) — YLr)]. 

因 w(x), 9p(%) 剖 是 公 连 炽 画 数 ,所 以 当 (zi 一 24) 一 0 竺 ,从 上 

式 得 
lim 三 [9S(z) — SC(wxr)] = 0, 
由 是 S(z) 是 一 全 连 种 画 数 . 由 $8 的 定理 3, 它 是 一 碍 员 格 不 定 积 
分 。 又 从 
S'(x) = f(zx), 

(Py fiat = S(x) = (7) /Sb -- () 人 ft)at. 

现在 对 办 矮 界 画 数 f(x), 要 将 有朋 彼 隆 积分 
b 
(P) /Hz)az 
的 存在 含有 西数 
S(z) = (P) /f(at 
的 全 连 夸 性 .假如 s(2Z) 不 是 全 连 鞠 , 那 末 用 访 有 不 相 重 肯 的 有 限 
个 区 则 
Au = 人 (2 人 ZN )} 
的 柔 粮 : 当 | An | 一 0 了 蛙 ，lim > {S(zxA") 一 SCx 的 让 一 和 天 0. 
n>0 k 
不 妨 假设 o 是 一 正 数 . 取 六 X) 之 一 如 下 的 损 积 函数 9(%): 
S(b) 一 ?(0)<5. 
从 Ptz) = S(z) 一 g(x) 的 增加 性 ,得 着 
ZIP(zgr) ~ Psk)} < RD) ~ Fla) = Fb). 
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YiS(zt) 一 Stz — Sip(2) ~ P(r )} SE 
因此 ， 

lim >3 (zh ) — pz) >0— 5 
壮 是 不 可 能 的 , 因 篇 p(X) 是 一 上 和 牛 全 过 秆 丙 数 ， 定 理 腑 办 ， 

最 后 ,我 们 从 彼 隆 积分 的 看 法 来 研讨 黎 坚 积分 . 

设 f(2)(o 之 之 5) 是 一 有 界 画 数 ; U 和 二 是 /的 丛 积 本 数 
和 和 损 积 画 数 的 全 体 . 和 从 UU,L 取出 适当 之 子 集 0 ,LL*, 可 使 
a) 人 fiw)dr = "(2) = 下 界 Wz), 


yeU” 


_5o6 
2 


CR) f° fra = @e(z) = 上 办 pz)， 
A per* 


事实 上 ,下 面 的 U*, 上 L* 就 遂 合 让 些 天 保 : 
U” 中 的 丽 数 (2) 是 用 下 面 三 个 条件 决 定 的 ; 
(一 ) yw(w) 是 一 连续 型 数 , (4) = 0， 
(二 ) Dw(x)} HX) (0b), 
(三 ) 在 [06,5]. 上, Div(2) 闪 平 不 处 具有 上 千 连 种 性 . 
ZL* 中 的 画 数 9(Y) 是 用 下 面 三 个 人 条件 决定 的 : 
(i) g(x) 是 一 巡 粮 画 数 ，9p(0) = 0， 
(ii) D-p(2) fr) (or b); 
(iii) 在 [4, 51 上 D-9p(2%) 色 平 不 不 具有 下 人 千 这 续 性 . 
适合 (一 ) 和 (二 ) 的 (2), 是 一 下 千 公 巡 粳 曾 数 ; 通 合 (i) 和 (ii) 
的 p(x), 是 一 上 咎 全 连续 丙 数 ,篇 什 糜 呢 ? 假 如 
mL)RM. 
置 A = (6, 8,), 全 |A1- 王 0. 则 内 Diw(7X) 之 f(z) 时 ,从 


i, 一 -0 
得 着 im [y(5,) 一 上 (0,)] 之 0. 又 当 DPC) < 用 x) 时 ,从 
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Ps) — P04,) 一 1， 
b, 一 a, 
得 到 lim Zpg(5,) 一 9(0,)] 过 
一 切 千 缀 对 连 积 避 妆 夫子 光 放 可 以 微分 所 以 
PI) SFT) EV) 
六 平 盛 感 成 立 。 所 以 满足 (一 ),( 二 ) 的 w(x%) 民 礁 U, 满足 (i), (ii) 
的 p(X) 属 从 工 . 

设 EU*, w(x) 的 下 界 是 2 (2) 9 《LL', p(T) 的 上 界 是 
B07). 当 (4) = D(z) 三 S*(7X) 时 , 称 S (7X) 乱 f(%) 在 [a,%] 
上 彼 隆 的 狭义 积分 ,用 下 面 的 记号 表示 它 :; 

S*(2) = (P*)/ "f(b)dt. 
定理 5， 设 1(x)(4 委 z> 魏 0) 是 一 有 办 丙 数 ， 那 未 两 积分 


CR) [fbat 奥 py) f(tyat 
中 有 一 个 存在 的 话 , 雨 个 都 存在 , 且 十 者 相等 : 


证 明 假如 S*(5) 存 在 , 那 未 U*, L* 各 有 函数 列 
Vn(T), Pn(T), (T= 1,2,..) 
与 化 然 S*(%). [4, 5] 除 一 零 集 Bo 中 的 点 2 而 外 ，D+yn(%) 和 
D-pn(%) 都 是 牛 连 和 镇, 迹 且 
Pr) EH (FT) Eon(T) (= 1,2,3,..). 
设 6 半 0, 适合 
ds(2) — PAW) 之 8， WEB 
的 Xz 之 全 体 往 2,， 和 从 定理 2 的 恬 明 ， 知 道 | .| 一 0. 设 xX 不 属 
认 十 Bn, 则 由 Diyn(%) 和 D-9prtw) 的 和 牛 亿 炉 性 , 必 有 如 下 的 
正 数 6 = 6(7X), 当 |x’ 一 2 所 5 上 蛙 ， 
1 


Dyna(%') < WL) 十 二 ， D-gn(z) > ph(%) — =. 


由 假设 , D-pn 过 了 入 站 加 所 以 党 2 EEBot Bn, 1x’ 一 zx|<é6 
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fz) -F< (wz) 十 过 ) — (paz) —L)<et2. 
所 nN A 
匀 於 7 二 0，[a, 5] 中 有 子 集 召 , | 五 | 之 5 一 a 一, 取 n 世 大 使 
(Eo + Er) ,B= 0， 那 未 当 xX€《B,|x’ 一 x| 二 6 有 上 时， 
[f(z) — fx)|et 二 <2(n > nm). 

因此 至 中 的 一 切 点 x 都 是 f 的 连续 点 .由 秦 可 以 任意 小 , 所 以 
F(z) 的 不 连 炉 点 的 全 体 , 是 一 零 集 ， 由 是 f(z) 在 [a, 5] 上 的 黎 曼 
积分 是 存在 的 , 当然 勒 中 格 积分 / fax 也 存在 ， 由 定理 4， 


(Pp) fmde = (R) f fn)dz. 
次 设 f(x) 在 [a, 5] 上 的 黎 曼 积分 存在 , 五 是 f(z) 之 不 连 种 的 
双 部 , 那 末 | 恕 | = 0. 我 们 拓 广 画 数 f 的 定 闵 从 [4, 0] 的 外 部 : 
A2) = fa) (toa), fl2) 一 RD) (x >b). 

对 蕉 6 > 0, 有 如 下 的 开 集 0 = (0,, 5b,) 2 如 ,10| 二 5. 发 4 大 
伶 1 的 上 界 , 马 小 认 了 的 下 界 。 作 如 下 的 回炉 画 数 z) 和 9g(z): 
h(x) = g(x%) = f(x) (ZEO)， 

h(x) = B, g(x) = A, (0, + 6 rb,— 6,). 

取 s, 很 小 ,可 使 h(x) 之 f(x) 过 g(x). 午 
wz) = {gbat, p(x) = /mias, 
那 末 ,W(x) 汪 f(z% 9'(z) 过 fz). 由 是 VEU*，9gEL*, 由 崔 
bz) — (7) = 人 [9(t) — h(t)]at <101(4 ~ B) < 
< 一 5(4 一 B)， 
普 且 5 可 以 很 小 ,所 以 狭义 的 彼 隆 积分 
CP*) /Hz)aa 
存在 .定理 八里 ， 
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第 八 章 ”第 二 部分 的 杰 题 


1. 恬 明 : 当 黎 受 积 分 A f(x)dzx 存在 上 时， 


lim f° f(s + h) — f(x) lar =0. 
但 设 f(x) 在 [a, 5] 的 外 部 等 於 0. 
2. 设 f(z) 在 [0, 27] 中 不 过 癫 点 的 全体 成 一 雾 集 , 草 当 下 整数 


2 一 co 上 时， 


nx [2n . 六 27 
二 人 Fz) lsinneldz 和 二 f(z) | cos nz | QZ 
2 .9 2 vo 


都 收敛 从 
f/ fw) dx. 
3. 设 f(z) EL(a, 5), 计 明 
lim 2 [of(z)ldz = f° fw)as, 
但 [X] 表 示 最 近 众 的 整数 . 
4 设 f(x) 是 在 [a, 5] 上 依照 狐 缀 的 方法 可 以 积分 , ec(z) 是 一 
移 料 连 积 丽 数 , 荐 朋 
6 
f Hw)das) = 了 zj)ar(z)dz。 
5. 发 在 区 间 [o, 0] 上, f(x) 和 a(%) 都 是 有 界 释 差 ， 草 当 此 十 
b 
画 数 没有 共通 的 不 连 重点 时 ,斯 帝 捷 积分 了 ftz)da(z) 存 在 。 
6. 在 区 间 [a, 由 上 ,xz) 是 一 连 芒 画 数 ,<(z) 是 一 常 增 画 数 ， 
葵 明 
b CD 
人 fr)da(z) = f f(B(y) dy, 
但 a a(oa) 


B{y) = max x. 
AatT)EY 


第 九 章 
站 交 阔 数 级 数 


1. 三 角 航 数 是 一 直 交 醒 数 极 数 。” 设 [4, 01 是 一 有 限 区 人 阅 ; 

p(X), $A(7X),… 是 一 如 下 的 画 数 列 : 

{bul bm td = 0 (nm) 

称 演 样 的 机 数列 需 [wb] 上 之 一 直 交 丽 数 列 ,或 是 直 交 曾 数 系 *. 例 如 
Ll, cos %, Sin %, C08 2%, Sin 92%, +. (1) 
~2 

是 [6，2zr] 上 的 一 个 直 交 页 数 系 。 假如 直 交 两 数 列 1 $n(7X)} 满足 

方程 

广 [gs(Z)]2020 = 一 1 人 2 一 1 23，…， 
那 末 称 19。(z)} 在 [0, 0 上 是 一 就 范 直 交 醒 数 系 ， 当 cu co … 是 
一 实数 数列 时 , 称 >cnp(4) 是 一 直 交 画 数 级 数 ， 因 此 ,三 角 报 数 


1 . 
到 co 十 > (on Cos nx 十 bn Sin nx) 


=1 


一 0, 和 bn 都 是 常数 一 一 在 0 过 之 2x 上 是 一 直 交 画 数 级 数 . 
设 f(%) 是 着 样 的 一 个 可 测 醒 数 : 它 与 就 锋 的 家 交 丽 数 系 {中 。} 
中 任 一 丽 数 wu(z) 的 乘积 都 属於 L(4, 0), 就 是 说 勒 员 格 积分 
cr = {fpnr)de, n= 1, 2, 


都 存在 , 那 末 称 2c,e@n(z) 是 jzZ) 因 於 1gn(z)} 的 富 理 埃 (Eourier) 
级 数 , c, 是 (2Z) 的 富 理 埃 杀 数 , 简 记 此 事 篇 
fx) ~ cp(x) + cpt) + .. 
特别 当 f(x) ELZL(0,2r) 了 时, 富 
* 广 闵 的 将 交融 数 天 , 见 第 十 章 51 、 
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2 1 ~ 。 
Qn 一 二 人 f(x) cos Nr dx, bn = — | f(x)sinngaz 
XJO Tu0 
的 话 
fa) ~ m+) Dan COS NH + bn Sin nw). (2) 


事实 上 ， 以 了 -来 (1) 的 一 切 醒 数 之 后 ， , (1) 就 成 篇 就 范 的 画 数 列 . 

假如 由 (z), 和 (z), … 是 [0,5] 上 之 一 直 交 画 数 条 ,我 们 能 否 
添 入 一 个 画 数 (x), 使 (7%), p(X),， pz(X),… 成 一 个 更 完备 的 
让 交 系 各 呢 ? 但 /14(z) | dz > 0 假如 不 存在 过 机 w(x), 屠 末 
我 们 就 说 {g(x)} 是 一 个 完 食 的 直 交 而 数 系 ， 一 般 地 诅 : 辟 [f(z)] 
是 [a, 5] 上 所 定义 之 一 画 数 族 , 假如 除 双 等 从 0 的 西数 而 外 ,没有 
可 积 画 数 w(x) 使 等 式 

wz)flz)az = 0 

对 从 C(x)) 中 任 一 f(z) 成 立 ， 那 未 说 (f(z)) 是 完备 的 *。 党 
jz) ~ Zcn9pn(X) 时 ,假如 等 式 


三 jz)2dz = 之 (3) 
成 立 , 屠 未 遂 19pn} 对 从 f(z) 是 完 生 的 
1， 设 (f(x%)) 于 La, 是 一 具有 完 太 性 的 吕 


» eo so 0 0 0 eo ee ss # » 
和 


Ed a 元,(o| 生 和 有 守信 (8): 
wzjraz =1, [wr)pn( wade = 0 (n=1,2,.)., 
设 f(z) 《 (f(z)), 则 得 
b 
0 太 Co 一 op(o) 一 ago) 一 … 一 cogn(z)]dz = 


* ， 爷 阅 陈 建 功 著 ' 直 奖 画 数 狼 的 和 (1%54)21 一 30， 
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-= [fyar -oo 
“ 1 


但 b 
c= 人 f(x) r) dx. 
兮 和 一 co 央 由 (3), 知 c= 0。 由 (f(x%)) 的 完 储 性 ,全 种 (7?) 是 
不 存在 的 。 定理 杂 举 ， 
我 们 要 诅 (1) 在 [0, 2z] 中 成 一 完全 系统, 镶 此 首先 建立 (3) 的 
分 项 积分 的 定理 . 
定理 2， 富 更 缮 三 角 级 数 (2) 可 以 施行 分 相生 分 而 得 --- 匀 煞 


的 (关於 c 和 口 ) 航 数 : 
三 fazjdaz = Soo(b 一 @) + 
十 3 (Qn COS ?720 十 Da sin sin nv}ax. 
他 一 了 
性 明 设 f(x 十 27) = f(x) 对 於 任何 Xz 成 江 , 黎 
Fz) = 人 AD 对 一 :ao 
划 天 (rz 二 2r) 三 F(X). 事实 上 
Flrteorn= /Hoat—! 2 
(十 sf) 一 ff fdt— sor + 2n) 


= Flz) + fat roo = Fe). 
由 是 让 (7X) 是 一 具 肌 期 2r 的 全 连续 画 数 ， 址 种 画 数 的 富 理 
翅 ( 三 角 ) 般 数 与 倒 於 此 画 数 ( 廿 明 见 下 一 节 ). 由 
F(%) = 3 4 十 之 (An cos nz 十 Br sin 720 )。 
其 中 
A, = F(%)eos nzdrt=— LF) SDE sin ng _ 
名 


1 
A 
1 Dn 


人 
2 | re) 一 zo sin NW at|” -= 一 元 ， 
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3 | 
. 


所 以 从 
f f(t)at = 了 ooz 十 之 f ar cos nt 十 bn sin nt)at. 


得 到 定理 中 的 等 式 ,定理 部 旦 . 
系 假如 f(z) 和 g(x) 的 富 理 埃 级 数 相同 , 屠 末 f(z)=g(2). 
钵 明 等 式 
b pb 
/, fz)ar = 人 oz)dz 
多 於 任何 w 和 和 成 立 . 设 0 和 之 ww 二 27， 
= (f(x) > 9%)), B= (f(x7) < oz))。 
设 O 是 包含 4 的 一 个 天 集 , 则 
[LAz) 一 9(Z)]dz = 0， 


由 页 [二 /+ : 当 10 一 41 一 0 轩 ,， 人。 一 0. 所 以 


fra) — g(x)]dz = 0. 


因此 , f(z) 二 g(xX) 在 4 上 成 立 ， 同 样 f(z) = g(x) 在 B 上 成 并 . 
囊 明 完毕 . 

定理 3. 三 角 画 数 柔 (1) 在 [0, 2r] 上 是 完备 的 . 

证 明 假如 Wiz) 的 (三 角 ) 富 理 志 傈 数 都 是 0, 那 末 它 的 富 理 
埃 级 数 就 是 f(%) 兰 0 的 定理 埃 级 数 , 和 从 定理 2, w%(z) 三 0。 从 有明 
完 举 ， 

下 述 定 理 , 通称 篇 黎 斯 (了 上 .Riesz) 和 菲 靖 (ff. Fisher) 的 定 
理 ， 


_ 定理 么 设 加 (2)， IN 在 [&, 8] 上 是 一 就 和 的 直 交 


9 


g(z) ~ cbt) 十 cxga(Z)》 十 fu g(x)dr = Boe, 
a 1 . 
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下 明 六 从 下 整数 h， 必 有 如 下 的 mw 
> Tdz 之 二， 


v=my 


转 Sn(w) 一 Cipi(%) 十 十 Cn 中 (2Z)， 则 党 < 和 妥 2 执 b 时 ,由 苹 
无 兹 不 等 式 ， 
三 广 IS (t) — Sm,(t) | dt < >~ (bono0. 
由 富 高 尼 的 害 理 | S%,, (7X) 一 Sm,(z)| 概 收敛， 因此 , {Sm (2)} 
构 收 敛 秦 一 画 数 g(xz)， 由 法 都 的 引 理 ， 
b 五 
[on — Se(z)]maz < lim 人 [Se(z) — Sm,(2) Pd. 


右 滔 等 内 3 07， 出 


Ek 十 1 
lim “ [g(x) 一 Sa(%) a 一 0。 


P00 


上 式 左 方 的 积分 等 於 
k b k 
> + 人 [g(z) 一 Tripv(z)]zdoz， 
1 2 1 
b 
日 y, -人 p(w)9g(w)ax. 和 从 


b EE. 
of 9(z)207 一 Dir? < 人 9(%)dz 十 


+ Oo Vor -0 
i 1 
得 到 
op pb pb 
> osyare 人 g(x)dz + 
1 也 好 


+ D0 m7 Dr, 
1 1 


所 坟 C, = 7， 意 且 


定理 登 符 . 
从 定理 4, 我 们 可 以 导出 派 色 伐 耳 (Parseval) 公 式 : 
定理 5， 若 19"(2)} 在 [wb] 上 是 一 就 能 的 完备 志 交 图 数 
条 , 则 当 
fz) ~ Dy cnpn(t), fF(2) EE L(a, b) 
了 时， 
人 2)200 = Yo. 
证 明 由於 
M4 b 
2 委 / Hz)sdy， 
>。 人 xz 
所 以 >c? 收 化 。 由 黎 斯 和 菲 萧 的 定理 ,有 9(:) ~ cnpn(%) 甘 上 且 
大 [oo= De 
由 於 {pn) 的 完备 性 ,从 
广 EKz) 一 go)]pa(z)daz = 0, n= 1, 9, 


得 到 人 x%) = g(xX). 定理 性 举 . 
从 定理 3 与 定理 5 得 到 下 面 的 
定理 6。 设 1(x) 和 f(x 都 属於 (0, 27), 则 党 


1 ; 
f(x) ~ 3 十 之 (an cos nz 十 bn sin nr) 


1 fg lo Yi pp2 
二 人 fz)dr = 3 0 + (十 号) 


成 立 ' 
系 设 扩 (2) ~ a 十 Sogr cos oz 二 bsin nz) 唱 当 
EE Ld0, " (7=1 , 2) 时 ， 
工 / (wf vd = 1 maw 十 >3 (ada® + bb®). 


n=1 


证 明 我 们 不 妨 谣 一般 的 具有 完 湖 泪 的 就 能 过 交 条 194) 来 
恰 明 
车 f(z)~ Le pn(x), f3tL(a, b), Uhia 


Su(Z) = 全 co02,(2Z) 
1 


的 话 , 伦 ， 
| ff) — Satw de | < 
< /tapas f (hz) 一 Sn( WT)) dv 
和 | 
[hryar = 入 [oo 
就 得 到 


[Ff = >3 cg ow, 
对 於 直 交 系统 (1) 而 划 ,就 到 得 系 中 的 公式 . 发 明 完 旺 ， 
现在 建立 郊 个 简单 的 完备 性 制 别 法 於 下 ， 
定理 7. 假如 直 交 [9 全 rb) 对 COS ax 
和 eos Bx 
个 完全 系 狐 ， 


和 


恰 明 ”由於 (1) 在 [0,2"] 成 一 完 储 系 入 . 继 明 悉 焕 i 一 2 二 2 2r 


se 


* “ 涨 色 伐 耳 原 来 的 往 明 在 1806 年 ,自然 不 肌 有 许多 理论 上 的 限制 ， 当 f(z) 是 一 
歼 曼 可 稿 芥 数 时 ,公式 的 建立 是 由 於 虎 稍 维 巷 (A. Hurwitz) 代 顿 布 三 (de 
la Vallée-Poussin) 以 及 利 亚 布 诺 夫 .最初 建 立 征 理 6 的 是 法 都 {P. Fa- 
touy, 峙 在 1906 年 . 
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fo， 中 竹 成 [0 2r] ,而 sin nt 和 cos nt 取得 如 下 的 形式 : 
cos(Az 十 B) 或 sin(Czx + D) 
由 是 定理 7 的 长 明 ,通过 下 述 引 理 和 定理 1, 就 能 完成 . 
引 理 和 4 安 ”) 对 页 f(x) 和 


se 


证 明 设 fn) ~ eps)， 9(2) ~ Ldnpa(%), 则 
三 on Par = 2， 人 opae = za 
因 之 
Hs)gryae = Fed. 
由 是 得 到 
人 Grey + oz))az = Fi (en + dy. 
引 理 年 里 .和 从 而 定理 7 登 星 . 


从 画 数列 (1) 在 [0, 2r] 中 的 完全 性 ,我 们 可 以 导出 画 数 列 
1, Cos +t, CoOs 2t，… (和 4) 
在 [0, #1 的 完 颂 性 、 事 实 上 , 当 了 (t) EL(0, x) 和 f(t)?€ LL(0, x) 
时 ,和 蕾 
Qn = ff) cos nt Qt n= 0,1 ，…， 


的 话 
1 rm 
f(t) ~ 3 + So eos nt. 
我 们 假设 fA( 一 = Ht) (一 x 之 tt 之 0), 那 末 
f(t) ~ E+ Dancosnt + 0sin nt). 
” 1 
因此 


ff Pat= 3 0 + Bos, 
1 
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” 即 
= 70 一 了 + Ds 
是 完 


备 的 ， 所 以 它 成 


二 就 是 说 而 数 条 (4) 对 於 任 一 如 上 的 f(t) 
| ;一 在 


= 
完全 系 翘 . 从 过 件 事实 ， 我 们 就 能 导出 画 数 列 1 ,7X, 2 


[一 1, 1] 中 的 完备 性 . 设 cos t = Z， 则 z 的 多 项 式 
(n= 0,1,2,..) 


os nt = T,(%) = 32927108 十 
入 天 这 因此 


的 敏 列 在 一 上 1 委 2 委 1 中 成 一 
2* 一 TOTo(Z) 十 7 的 TI(Z) 十 十 To(Z) (rn 天 0) 
(a ra , TO) 和 昨天 本 n=0,1,2,..) 
在 [ 一 1, 1 中 成 一 完备 采 移 . 事实 上 , 当 
= YT) TL) Tv 
1 MT 一 2 
时 ,从 
广 : PT) drz=0 (n=0,1,2,..), 
1 M1 0 
二 … 二 0. 因此 由 (x) 三 0. 
由 是 获得 
…) 


得 到 co = ci 
经 过 一 次 焰 换 ， i 1, 1] 可 稳 篇 [4, 2]. 
定 涅 3 a 丽 数 系 {9w) 对 於 2" (2 = 0,1， 


ae 


se oe eo 0 + +» 0 0 。 


条 1 1 
{pn(2)1 是 一 完 馆 系 凌 ”. 

条 2 惟 开 (z) €L(a,b), F(x2) € L(a,b) 则 

人 Peerdz = 0， 和 一 0. 工 ， a 
了 时， F(x)=0.1 
2. 黎 曼 - 勒 具 格 的 定理 及 其 应 用 
* 是 斯 捷克 将 夫 (Crzetxoe) 的 定理 ， 
+ 营 是 楼 四 (Lerch) 的 定理 
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定理 1。( 黎 曼 - 勒 员 格 的 定理 ) 设 f(x)《 L(a, 5) 则 当 2 一 oo 
时 
B(2) = 人 f(x) sin iv dx 一 0。 


C08 
体 明 由 
(eot+t ax(bt 2) 
2x 
区 间 4 <7 之 0 焰 篇 一 x 芝 t 达 7， 所 以 当 交 朋 时 ,不 妨 将 (a, 5) 
看 成 ( 一 x, 7), 那 末 


a . "x TV COS 
E02) = -| f (z+ TT) ow dz。 


Tn 


我 个 不 妨 假 设 (3% 填 27) = f(z). 由 动 具 格 积分 的 性 质 , 当 /一 co 


时 ， 
| (e+ JE reneo 


KL 
A 


开 一 一 


一 开 一 十 工 
A 
| 1 (2+ Dle-| [f(z) | ad» — 0, 
一 ~ 


由 是 , 2a(?) 和 2B(2) 的 缀 闻 值 不 大 於 
三 f (z+ 工 ) 一 六 2m) | ez 十 0(1). 
此 和 粹 分 当 了 (x) 在 ( 一 2r, 27) 中 是 连 炉 时 ,显然 赵 近 从 0. 但 是 我 


们 知道 (第 八 章 第 二 部 86 定理 8); 关於 。 汪 0 有 连 罚 函数 2(2Z) 
适合 


Te) ~ pl) dv <e. 
因此 ,党 4- oo 时 , a(1) 和 P(X) 之 息 半 值 的 上 限 都 不 大 从 se。 售 
s 一 0, 即 得 所 要 的 和 结果。 定理 往 蛙 . 
利用 定理 1 我 们 就 能 共 明 前 节 用 肖 的 定理 ; 全 速 纺 西数 的 富 
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理 埃 级 数 与 合 於 此 画 数 . 


定理 2. 设 fK(z) 一 ioo 二 之 (oneos 7 十 bn Sin nx), 


f(x 十 2r) = f(x), 则 党 (2) 在 一 2 ,2x) 是 全 连续 时 ， 此 航 数 
与 化 扒 f(x). 
钵 明 ” 般 数 的 开始 2 + 1 项 之 和 是 


Sn(X) = 2 oo 十 国 co8 vx 十 b, sin vw) 
一 工人 [s 十 COS(8 一 2) 十 … 十 COS Mt 区 | f(t)at 


sin ("+ 引 (t— 2) 


= i i(t) at 
Tu 2sint —? 
sin (7 十 Sin (n+3)t t 
= 1/ ft+e) dt, 
2sint 
2 


是 因 篇 被 积 画 数 是 t 的 遇 期 丽 数 之 故 . 党 f(t) 三 1 了 时, 积分 之 
值 全 等 从 1 由 是 
1 
sin /2 十 二 
Sn(2)— An [f(z+t)—f(x)] Sl( 3 at. 


2sin 
2 


B(t) = ; . 一 于 ,ge = f(z +t) — fx), 
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由 定理 1 的 改 朋 
| 三 广 p<(DB(bDsin atl < 
7 一 t 


1 ™ nt x 
< g(t + Te)B(t+ TT) gt) Bt) dt+ pa. 
此 地 px, 当 * 王 00 上 时, 匀 钱 於 0， 又 当 f(zX) 在 ( 一 27z, 2r) 中 具有 
连续 性 时 ， 
nn 了 
gs (: + 7)B(t 十 工 ) — ga(t)B(t) = 


x A 
= 区 (: + 工 ) 一 g(t) |B(t 十 三 ) 十 
bi 
+ | st 十 工 ) — Bt) | gat) 
也 与 人 敏 於 0。 因此 
Sx) — fr) 一 二 Lett) f(a) MaMat + o01) 
EF 一 开 t 
均匀 地 成 立 。 窟 VB(t) = pz(t)=f(X +t) + fx 一直 一 2710z)， 
旭 得 
ba(Z) 一 六 2) = 二 人 PR 
To 


.假如 灵 z) 张 不 具有 过 炉 性 , 那 示 由於 
lim oz(DB(CbD sin itdt = 0， 

上 式 仍然 成 立 , 但 是 不 便 说 均匀 地 成 立 . 

瑞 数 zx(t) 关 从 上 是 全 连续 的 , 那 示 必 有 盟 笠 二 加 的 连 芒 画 数 
h(t 和 ht) 适合 於 

pat) = h(t) om ht), h(t+o0)=0, h(t+o)= 0,- 

对 雁 正 数 e, 存在 着 6, 当 0 达 t 才 6 时 ,有 (ft) 和 J 有 a(t) 都 小 於 。， 
由 冷 我 们 可 以 选取 六 (t 十 l(t) 使 它 等 办 9z(t) 的 至 多 莽 画 数 . 
对 个 函数 , 当 {> 0 时 , 匀 煞 於 0. 所 以 8 仅 屋 s 有 关 低 。 针 热 过 
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样 的 6， 


lim 人 sin Atat=0 


A~” 6 
均匀 地 成 立 . 全 二 有 如 下 的 正 数 3 和 0; 
A QD sin xz|<|I/ ha(8) In 他 (| 十 
0 1 


广 at <r. 


3 at 一 6 .+ 2max 
! 


0<a<B 


事实 上 ,党 a 之 7 时 ,出 第 二 在 均 什 定理 ， 
Bd <2|/ sintat| < 
0 过 a 二 7 的 话 
2 eae tae f adn. 


由 是 , 当 % 沁 ?w= no(e) 时 ,均匀 地 成 并 着 
[Sa(%) — f(2)|<e 十 0(01). 
e 是 任意 的 ,所 以 {1Sn(2)} 匀 煞 於 1(Z). 定理 登 蛙 . 
从 得 个 定理 的 改 明 ,我们 可 述 下 面 的 
条 1 识 可 积 的 过 期 了 数 f(2) 在 2 = mo 之 球 境 中 知 有 界 杰 
差 ,出 


lim Sn( 7o) = f(Xo)., 
这 是 车 沼 (Jordan) 的 定理 。 
系 2 设 作 xz) EL(0, 2r), 则 当 0<。 答 = 了 时， 
， 1 
一 下 
sin (n+3) 
t 


Se(z) 一 KZ) = Lf ya 人 -dt + 0(1). 


x 站 3n . 
* Sint qr [4 Sint gt fo Sint agarcA4? <T 
人 于 二 +/ 2 dt< 下 十 二 < 开 . 
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系 3 假如 9， VD ec L00, e) (0 < 之 <), 闭 末 
Sn(T)—> fw). 

让 是 定 尼 (Dini) 的 定理 。 

3. 三 角 胡 数 的 锯 对 收 钱 

下 面 是 铺 静 的 定理 . 

定理 1, 设 台 是 直入 上 之 一 点 集 ; IB 0 当 z&《 恕 时， 


oo 6 + ee ee 0 + 


oo. 


四 十 Ba, cos mm 十 bngSin3yg)( — orX<o0) (1) 


Eor| + 501) 
必 收 化 换 句 话说 :在 一 正 测度 的 点 集 上 艳 对 收 化 的 三 角 航 数 ,一 
定 处 处 萎 涯 收敛 ， 处 处 移 对 收敛 和 傈 数 级 数 (a 十 5 ) 的 稳 对 


上 收敛 是 同一 件 事 . 
证 明 (1) 的 各 项 都 是 以 ?7 篇 遇 期 的 负 期 芹 数 ,所 以 点 集 
E, = E[0, 2r] 
的 测度 大 於 0. 中 


二 Ma2 十 b2, gn cos Nz + br Sin nw = pn COS (NY 一 an )。 
不 妨 假设 1Bo| 过 2x. 取 如 下 的 0; 
327 一 i | 一 0 一 于 


闪 积 分 / | cos(2z 一 au)|az 一 Jn， 坊 % = nO. t, 那 末 
Bo 


.= Icos(nt — 0)1at, I1M| = |E,| > 10. 

2 

因 cos (7%t 一 9) 是 上 的 通 期 本 数 , 通 期 等 於 2x+， 所 以 不 妨 假 设 好 
落 在 [0, 2"] 中 ， 设 了 = | 22 一 站 |], 那 末 


28 + x 2 到 < .一 2 - 二 gn. 


"<< 二 二 一 一 < < 


20+77 
nN 


354 实 _ 酌 数 欧 


假如 rt 那 示 nt 一 vx 一 8 <0, 因 之 
“Jeos (nt ~ 0)| > cos0. 


在 0 所 1< 2r 中 , 适合 上 式 的 t, 其 至 体 成 一 点 集 S, S 的 测度 大 


由 是 
7T。>eos 01|MI— (2z 一 如 十 此 + 世 外 . 


Wi Nn 
党 n>N 时 {1} 中 的 数 大 礁 一 侦 正 数 7。 由 於 (1) 在 Zo。 上 收 合 ,由 爱 
盈 洛 夫 的 定理 ,不 妨 假 设 Zp | cos(nz 一 an)| 在 五 上 均匀 收 伍 . 
因此 


之 oo/ [cos(nz 一 ol) | dz = 2 nd a 
是 一 收敛 级 数 。 从 
> pn n 之 peos OFp» 


下 二 人 


知道 (an + ba) 是 一 经 对 收 化 级 数 . 定 理 芋 举 . 
设 p 沁 1, 当 (Xx) 和 [f(x)]? 在 [a,5] .上 的 勒 员 克 积分 都 在 
在 的 话 , 写 着 
f(x) € Lr?(a, b). 
设 f(2) ED n,n), f(t 十 2r) = 一方 (0) (一 ceo<2<co， 
了 = 1，2,，…) 那 末 


f(z) = I F(t)falt + vdt (2) 
vA nn 


是 一 连续 画 数 . 事实 上 ， 
If(z +h)— 略 z) | 一 


= [|/ ft) [t+ 二 kh) — (t+ zc)1dt | 上 < 
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1 ™ , ™ ， 
工 (£) Jdt . A(t + hy 一 ft) dt. 
< /hat. {Lt + h) ~ ft) Tat 
所 以 荐 明 下 渴 的 定理 好 了 : 设 p(z) 是 一 通 期 画 数 ,过 期 等 於 5 一 0， 
那 末 29(X%) EL?(Q,5) (2 这 1) 含有 
lim 广 19(z +h) 一 9(z)|Pdz = 0. (3) 
此 襄 常 8(z) 是 一 连 态 醒 数 时, 不待 群 硼 攻 明 ， 假 如 9(z) 是 一 有 
界 丁 数 : 19(z) | 过, 那 末 ,对 於 。>> 0, 有 巡 炳 画 数 g(z) 适 合 
b 
J(9) 三 人 |9(%)— g(x)| dr<ie, ig| < 2K. 
证 C = (3K)*! 的话 ， 
b b 
f los gr hdr = fo— 9 1p — gldr < 
Cg) < Ce. . 
利用 敏 高 夫 斯 基 不 等 式 ， 


| ecz + h) — Ptr) maz] <2 | ee 一 so leds] + 


+| /lg + — g(r) de). 
末 项 当 有 一 0 时, 趋 近 於 0. 由 是 
mm /| p(x + h) — p(z) jadz < 2zCe. 
全 8 一 0, 就 得 到 (3)， 
党 9(2Z ) 是 一 扰 界 画 数 有 时，P(z) = px(X) 一 p(x); 但 
P(X) 一 Inax(O(Z) 0) oa(2) = min(9g(%), 0), 
由 是 在 假设 V(z) 宇 0 下 ， 订 朋 (3) 好 了 . 置 wz) = min(N， 
9(Z))， 那 未 , 取 AN 昔 大 可 使 
b 
/ler) ~ pn) Pde < 
由 敏 高 夫 斯 基 的 不 等 式 ， 


WA gp(z+ -p(s) lds <[ /| gn(s+h) pws) ao 下 + 
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+2|/ 19(x) — py(z) laa 


含有 -> 0, 得 着 lim hn p(x 十 及) 一 p(X)|Pdx 过 27e. 再 全 se 0， 


”就 得 到 (3). 


当 广 6 Df & 世上 暑 , 称 (2?) 中 醉 数 1(X) 是 杨 格 的 连 种 画 数 ”. 
定理 2。 三 角 级 数 (1) 不 不 绝对 收 做 的 充 要 人 条件 是 : (1) 是 杨 


ee 


f(x) = pf F(t)fz + t)at 
i — 


是 一 杨 格 的 连 秆 画 数 , f(t) 的 富 理 埃 公 数 是 oo an, 5,(% = 1,3， 
…) ,固定 %. 二 十 1) 的 富 理 埃 傈 数 是 a0(X), an(%), Dr(Z) 
(n=1,2,…). 由 3 定理 6 的 系 ， 


F(x) = ;0 oo(%) 十 Pte or(2) + bps)], 
得 是 乞 对 收敛 的 极 数 ， 事 实 上 ， 
{2 ooo)| P< za2ztax(z)] < 广 Fit 凡 fadt, 
(S31bsbu oN < oz 622) < f° fat /faat. 
说 Fz) 的 富 理 埃 傈 数 是 Co, Os °° . bi, b 39 “ 寿 末 和 从 
1 n 
0 一 一 a 一 一 一 1 t 9 t atad = 
4 人 fv)de 5/ /nts) 
二 Q000(%)。 知 ao(#) 是 一 常数 . 又 因 
= i rontat= 5 ff ftwt) a mtd At 


S1n 


一 三 厂 太 PoPo)S (1 一 2)dV du, 
所 以 


* 棍 格 (W。H. Young) 於 1910 左右 鲁 研 缉 明 遵 种 画 数 ， 
上} 参 并 陈 建 功 著 : 直 交 函 数 狼 数 之 和 (1954), 第 三 章 . 原文 见 日 本 施 十 会考 事 ,1928， 
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(一 工人 (on c0S MA 十 bs Sin 0 ) 疡 (2 )GV， 
nx 一 页 


Da = 二 广 (一 b' CoO8 nv 十 0 Sin 99) 亡 (7)00。 
n — 
让 是 ,au cos nw 十 bn sin nz 等 於 
“LL/ fa(v) cos n(v — xX)dv 十 
7 一 而 


十 of fv) Sin %( 7 ~ rw)adv 
An 一 页 
一 a " fo(t +i) eos ntat+ 
ni — 


+ Lf + ww) sin nt at 
= Qn( 2) 十 DaD2( 世 )。 
所 以 Z(ar cos nw 十 bn Sin nw ) 磺 三 绝对 直人 敏 。 
次 设 2(an cos nx 十 bn sin 30 ) 丰 处 绝对 收 伍 , 那 末 
(as| + 15|) 收 化 (813 定理 1), 设 Vian| 和 was| 两 数 中 
之 大 者 篇 m,, 作 如 下 的 两 数 烈 : 


J ) 1 7 ~ 所 1 
00， Oi, Ooy D1， b;, “ey Qo, 也 1， b", bs, Wd 


Qo = 0 = bi = ma (1 > 0); 
a = bY = Mn (Mn = 0); 


a = te br, py = ot br (ym, >> 0). 
2mn 2mn 


那 末 
gr + bz = 2m2 2()ar| 十 | brn)), om 十 bn? < 


la + lon)). 


由 是 了 (or 十 bz) 和 之 (or” 十 bw?) 都 是 收 仇 级 数 。 因此 , 由 黎 斯 
和 非 匡 的 定理 , L? 中 有 丽 数 及 (7%) 和 户 (2) 适 合 论 


i 1 > y y . 
fi(x) 一 5 0 十 > 60S nw + b% sin nz), (7 = 1,2), 


oo 
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从 户 , fs 作 檬 格 画 数 厌 z) 如 前 . 因 广 和 J 都 是 届 期 画 数 ， 所 以 
f(z) 也 是 通 期 丽 数 . 置 


SW (2) = = Qi 十 Do, cos DZ + bi sin vx], 
2 人 
屏 2(2% ) 是 一 连篇 夯 数 , 那 末 利 用 富 病 尼 的 公式 ,从 
广 广 SD SOL + tp(z)dtdz = 


一 广 广 SG)SQKZ + tp(r)dzr dt 
得 到 站 
了 广 六 (上 ) 户 (2 + tp(w)at dar 一 


= ff hfs + ts)drdt. 
现在 体 朋 | 
f(x) = 了 十 Don cos nx 十 cos sin nz). 
名 一 开 
。 置 w(z) = Sn nz 锥 上 面 公式 ,得 着 
1 f/f/" COS, _1 Ar €08 
EAC neda=$ {ftyat {fattw)epe ne ds 
1 fr +t cog 
一 Ss /tat Pa) Simn 2 人 (区 一 - t)az 
一 I f(a Os nt bY sin xi] dt 
zt 一 区 


一 Sin % CD8 


上 i 


anQs 十 bn bn On 
| 一 640 十 oo | i 
定理 改 蛙 . 

4. 用 算术 平均 法 求 极 数 的 和 设 Sn = co + cl 十 … 二 cn 当 

算术 平均 
Bot St tS (ns 0 1 

ntl 
的 化 列 收 钱 於 S 时 , 我 们 称 航 数 co 十 61 十 … 可 用 算术 平均 法 求 
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和 ,和 篇 S. 设 S,(X) 是 定理 埃 航 数 
f(r) ~ > a 十 > cos nc + bn Sin nx) 
的 部 分 和 : 
Sn(w) 一 了 a 十 bs cos vz + b, sin vz)(n >>0)., 
组 1 
Ga(% ) = 元 [So(2) 十 SI(Z) + 二 Sn_1(2)], 
So(X) = = go, 
p(t)= f(z+t)+ fr —+t)— 28, 
那 示 从 
1 sin (" 十 >) 
(2 ) 一 S= i A 
27 .0 .1 
sin > t 
{f(t +t)+fr—t)— 2S1at 
得 到 
sinL t+ sin3t+ … 十 sin (2 一 下) 
也 - - 1 -一 Pt)at, 
re 0 sin = 
2 
或 是 
] ,Sin2i nt 
ra ) 一 一 一 一 t J 
on(X)—S zr hh i p(t)dt 
sin’st 


我 们 称 过 个 积分 篇 飞 耶 (Fejér ) 的 积分 . 
飞 子 发明 :和 当 人 x 土 0) 存 在 时 ， 


人 


lim c (xz) = f(z 十 0) 十 一 0) 


360 宰 本 数 脸 


所 以 假如 2 是 了 之 一 连续 点 , 那 未 ca(2) 一 xX)。 假如 AX) 是 一 

外 处 连续 的 画 数 , 那 末 当 1 一 co 时 cn(2) 与 合 忧 央 2) 这 些 精 

果 , 媚 做 履 那 的 定理 。 余 耶 的 定理 包含 在 下 述 勒 贞 格 的 定理 中 . 
定理 1。 设 凡 z) ~ 3 ao 十 San eos nx 十 bn sin ng). 


假如 


人 (1) 


oo 0 0 0 oo no 1 0 0 a 9 $$ 。 


ee 


在 fa, 妇 中 oa(z) 匀 煞 锥 沁 o)。 
钵 明 积分 0(t) = [1p(w) | du 小 内 或 等 从 
f lietw fr) aut 三 IF ~ wu) ~ fz)| du. 
0 0 


故 党 t 一 0 时 ，D(t)t 二 一 0。 对 於 ss 盖 0， 取 如 下 的 y 使 党 
0 一 上 入 7 时 人世 到 引 . 假如 (1) 在 [ac, 5] 上 均 与 地 成 立 , 那 末 7 


可 与 [w, 5] 中 的 x 无 天 傈 。 设 2 > 可 ,我 们 将 飞 耶 积分 写成 三 个 
部 分 : 


， sin? 了 nt 
on(X)— f(x) = 人 大 + 一 一 一 - Piat = 
Zn sin t 
= J + J + Js. 


当 0 一 9 一 三 时 ，sin 9 之 宇 9, 所 以 在 


2 
Sin2 i nt i nt 
1 2 1 2 nx 


.21 1 
Sn 了 tt 2t] 
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因此 
AN Tt 
Af lg la = oT) < Te 
对 从 /e 施行 分 能 积分 法 ， 


[Z| 声 了 /i [人 | dt = 2 过 [2 一 wm 人 (二 /+ 
+ 及 2 < 襄 [+ 3 $a |. 


由 是 , || < 全 ( 计 十 2)s 之 56. 最 后 ， 


EK 
% 


1 二 一 二 人 9(D1 dt <E 
2 7 区 sin S707 Sin 和 
此 地 的 五 无 关於 %， 所 以 到 m 足够 大 , 当 7 全 儿 时 |Js| <s。 糖 
千 起 来 :党 % 放 ;时 
jon(%)—f(r)| A < 5 十 5 十 6<<76。 
所 以 | 
on(T)—> fr), 


假如 (1) 灶 於 [6, 8] 中 一 切 x 成立 , 那 未 


max D(x) ， 
wrxeb = 


2r in 
的 新 ,不 等 式 | on(X%) 一 了 7X)| 之 7e (nn 盖 mm) 对 认 a 过 XY 之 bb 成 
立 。 所 以 cn(] 多 租 欠 汉人 乍得 县 二 


oe 


多 
f(x) 在 [a, 5b] 上 是 连 灶 的 ,关於 任 一 正 数 6, 必 有 多 项 式 P(X) 适 合 雁 
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|f(2) 一 Pz)1< es (a wD). 
事实 上 , 当 |f(%) 一 Pz) | 过 (n = 1, 2,…) 了 时 ,级 数 


Po xM+ [P(z) 一 Po(z)] + [Pxz) 一 Piz)] 十 … 
的 最 初 允 项 的 和 Ps(z) 和 与 Kz) 之 差 小 认 去。 要 性 明光 近 定 理 ， 
不 妨 假 设 0 过 4 过 5 过 2x, 又 不 妨 假 设 (x) 是 一 以 27 篇 遇 期 的 
连 炉 的 过期 丽 数 . 设 on(x) 是 f(x) 的 飞 耶 积分 , 因 f(7x) 在 [a, 5] 
是 连续 的 ,所 以 从 牙 耶 的 定理 ,对 从 。 之 0, 有 如 下 的 on(%) 
[f(x) ~ on(7)|<e (rb). 


把 cn"(z) 展 成 一 级 数 cx", 取 N 花 大 ,可 使 
N 
lon(z)— D6r’|<e (ob). 
0 


那 末 

11z) 一 (co+cz 十 … 十 cnzv)<2e (ob). 
位 明 完 

定理 2， 富 理 埃 级 数 


F(X) ~ 5 ou 十 >3 (Qn COS NY 十 bn Sin nv) 
光平 处 慧 可 用 算 稿 下 均 法 求 得 其 和 f(x). 


+ 


证 明 发 Kxz 十 2x) = f(%), 天 傈 
im L ffs tt)— fs)|at =0 


n>0 hh 
成 并 之 点 x 的 全 体 需 五 . 称 名 篇 f(z) 的 勒 具 格 点 集 . 
由 定理 1, 妖 朋 通 集 [0, 2r] :五 的 测度 等 於 2r 好 了 。 其实 我 
们 能 琶 ; 除 一 零 集 N 中 之 点 xz 而 外 ,天 你 


。 1 地 填充 ， 
im/ fb) aldt =|f(r)— ol 


h=>0 
对 从 任何 a. 任何 x(x 《NN ) 成 立 ， 固定 ,此 关 傈 不 成 立 之 2, 成 一 
寄 集 和 N(2). 设 71,7,,… 是 有 理 数 的 全 体 . 和 和 集 SN(7,)=NN 是 
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一 敌 集 。 设 a 是 一 无 理 数 ，2 不 属於 N， 那 林 当 有理数 ” 适合 
| 一 al|<s 了 时 , 差 
1 z+h 
=/. IF 一 aldt 一 Faz) 一 cl = dh, a) 


的 息 闭 值 小 从 
T+ T 
fei frat t+ 


+ ar) 二 | rz) 一 ri 一 IF 一 | 
第 一 第 三 两 质 都 不 大 於 |“ -- |。 因 z EN, 所 以 第 二 项 当 h 一 0 


了 时, 趋 近 於 0。 因此 
lim | a(h, a) | < 26, 
h>0 


全 se 一 0 得 4(h, a) ->0， 由 是 当 XEN 时 ,天 你 
lim 元 f lr) aldt=|f(r)—al 
对 人 认 任 何 “< 成立 。 蕉 明 完 潍 。 
当 级 数 可 用 算 本 至 均 法 求 和 了 时， 在 怎样 状况 下 我 们 能 断 划 它 
是 一 个 收敛 级 数 ? 下 面 的 定理 3, 对 於 此 间 题 给 予 一 个 回答 ， 


me > 一 K(n = 1,2,.…; ;常数 ) 
证 明 里 Wo 十 乌 十 … 十 tr 一 Soso 十 Si 二 二 84 二 Nan， 
由 假设 , cv > 85。 在 所 设 人 条 件 下 ,要 苯 明 sx 收 伍 於 s， 我 侦 不 妨 假 
定 ?等 外 0. 因此 ,on 一 0， 设 a 是 小 和 春 1 的 正 数 ，[a 1 是 不 大 
於 ak 的 最 天 整数 ,简写 它 做 入 .我们 将 sa 写成 


一 7 1 
9 2 Ron Won 十 SS 
nn 1 一 72 > (On «) 


天 一 如 :十 1 
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= 一 Klog 和 上 0OGD) 之 一 人 log 工 TO00)。 (1) 
希 a 


因此 
lim S;, > — lim 1 cj 一 Kilog 工 汪 ~ Klog +., 
aa 一 让 a 


会 a 一 1, 得 lim S, >>0. 又 设 B 这 1 器 [Bn] = 必 ， 导 未 从 


nn 


_ Non — Non 1 » a 
Sn -一 . 万 十 7 及 {On “= 一 S,) 


nn 一 多 N=n+1 


得 到 
lim 8, < lm 6 [on| + logB < K log Bp. 


全 Bb 一 1, 得 Tim S, < 0， 所 以 Sn 0. 引 理 藉 举 ， 

条” 党 极 数 30 用 算术 平均 法 求 得 其 和 篇 3 时 ,条件 U0， 
一 0(1) 人 含有 ZU = S. 

得 是 哈 戴 (G. HHardy) 的 定理 .和 后来 蓝 刀 (ELandau) 把 
它 改进 井 定 理 3 的 形式 . 

5. 三 角 才 数 的 实质 收 吉 ” 哈 戴 全 经 输 明 : 当 级 数 

Fla? + 62)(log ny) 

收 化 时 ,f(z) 的 富 理 块 极 数 


了 oo 十 De. cos MX 十 bn sin nz) 


实质 收敛 从 f(x). 1926 年， 普 瑟 斯 温 尔 * 等 改进 它 往 如 下 的 定理 ， 
定理 1。 假如 好 数 (ax 十 D2)log 1 收 旬 , 邯 末 f(4%) 的 富 理 
埃 航 数 


f(r) ~ so 十 局 Cos nz + bn Sin nx) 
实质 收 伊 论 九 z). 


oo se o + * 


证 明 我们 首先 妙 明 如 下 的 引 理 : 设 必 是 一 可 测 点 集 ， 
+ AA. 普 想 斯 温 尔 (了 PilessneTr) 全 苏联 后, 称 Haecaep。 
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IM 过 oo0, fr(2)EL(M). 窟 


Cnn = max{ | fan ~— fml|, {fmta ~— fm |, -| fn — fm |} 
(% > m), 
Jo 下 Gmn au 一 > Jm(N —> co) 
M 
假如 Jm -> 0(07 -二 0), 那 未 户 (2)(02=1,2,…) 任 M 上 实质 收 敏 . 
事实 上 ,由 碎 
0 < Go = Go 0 Tmn SC mn, nt 
所 以 党 no0 时 ,Jmn 哩 调 地 收 敏 礁 Jo， 让 s 之 os 一 志 则 


必 有 如 下 的 整数 w: 当 人 么 达 中 时 ,< 人 ， 因 之 , 当 了 到 关 下 时 ， 
Jmn < si。 记 点 焦 (Gwn(Z) 6) 篇 至 z(32), 那 末 | 五 e(2) | 之 sx. 
由 於 Bx(m) 是 Bx(% 十 1) 之 一 子 集 , 所 以 和 和 集 
Er = Er(vp) + Er(Vkp) 十 … 
的 测度 不 大 页 sx. 假如 4% 不 属於 Bk, 那 末 Guin(X) 之 sk. 又 如 2 
不 属於 和 和 集 书 = > Bi 的话 , 那 末 不 等 式 
Cnm(Z) < ek 
当 > 汪 m 之 vi(% = 1,2,…) 上 时 成 立 , 因 之 在 M 一 马上 , 画 数 列 
记 (z) 均 与 收 化 但是, 如 的 测度 不 大 於 i Bx| 二 Zekx = 而 
是 任意 的 正 数 ,所 以 {fa(7)} 在 M 上 实质 收敛 ， 
现在 广 明 我 们 的 定理 , 苇 


fn(x) = D(a cosvr + b, sin vr). 
py 二 1 


那 末 ,对 城 X, 有 如 下 的 A(X): mm 之 和 x) 之 
人 7) 
Gan(Z) = (2) 人 (mcosyXZ 十 加 sinpz)。 


p=m+1 


此 地 s(z) = 土 1. 又 伟 
和 st) = DS) (a, cos vt +b, sin vt) Mlog », 


bv 二 2 
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Q, 1 Kant) COS 


一 sin vt at, 
Mlog bY 一 开 


Jmn = 广 Gmn( XI)dX = 


1 ™ cosv(z 一 二 
一 二 x Xi{t Aat dv 一 
/fe at de 


?一 2 wog v 


™ 立 CoSD(Z — 1) 
= 4 e(z) 5 > dr | Xalt)dt. 
条 用 酝 无 兹 的 不 等 式 ,得 到 


J2n < os reg 三 [A 


> 一 mm 十 了 ™ 
42) co8v(t 一 OVE) a di. 
Mlogy 


记 最 后 的 俩 分 篇 [wn, 我们 要 王 


=/ f [/ 3 re =0 cos v(x — t) 
一 和 2 Mlogv 


Csv(Y — t) at | dz dy 
pp Nlogy 


小 於 一 个 常数 ，7m* 中 开矿 t 的 积分 等 从 
2 CO8 D(Y 一 2) _ 
全 logv 


此 地 人 = A(z,y) 表 示 xX) 熏 4(y) 中 之 小 者 ， 由 是 


Lmn = 广 广 Ca(2 一 yax dy, 


十 Cos(z —Y) + + cos kz — VE >0), 


= Ca(% 一 2)， 


简 高 
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a 
Ca(X— YY) = Pr 一 Pk—i 


> log 无 
所 以 Ca(% 一 2) 十 


iog 2 等 办 


和 一 2 
和 


1 1 px 
十 了 TT 
2 og(h D 


0 2 log 4“ 
利用 中 值 定理 ,就 知道 A 一 < To (">1). 由 於 世 之 
Ogvb 7 和 
所 以 


广 J T,Q2 dy = (5 十 1)2r2， 
r= Lip3 dx day < 一 
» 


<ae dsdy< 0, 


v2 Iog 2 


C 是 一 个 常数 . es 证 积分 
=- 人/ 广 1 一 CQ. 
jor 和 
它 的 缀 对 值 小 於 


ff eat 三 广 | ex | dz ay 


r log A(Y) 
_ 2 ay 广 
一 必 log A(Y) — 


sini(y)(% — Y)| 
2 广 dy 三 
-= log MY) J -r 


| dx = 
2sin T+. 
但 (yy) = 二 AVY) 十 2 由 於 


1 


Sinh( yt 


sin 工 世 
2 
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fA Sin A(I)E dt = [er 十 三 sin 本 | at 
0 .1 
| sn 了 XY) 
的 经 对 值 个 从 
2+ /H+ rlog(h(y)), 
tn Sin at 


所 以 
”<4 2 二 + nlog (A(y)) dy< C0", 


log A(y) 
C 是 一 个 常数 . 最 后， 
mn 二 ™ 1 ; 
1 = f/. 广 ob gr < 


-CU 
< 广 (MAK) 一 1T)iog2(XZ) — 1) + 


Tan -1% dy 
+ / ./ (AY) 一 1)1og2XAMY) 一 1) 
™ 2nA(%) 一 rp 
一， _ Nay i az < 8r2 一 人 


狗 千 起 来 
| 7m | 过 < 十 | + ww CC +C"+C” = kK, 
C” 和 和 K 都 是 常数 . 因此 
J an Kk 人， (02 十 b32 )log 也 。 
»=m+1 


lim lim J2, = 0. 


PIE MI 


由 引 更 , 知 fr(x)(n = 1，2, …) 实 质 收 伍 . 过 就 是 性 明 f(z) 的 富 
理 埃 秘 数 实质 收敛 从 KZz) 定理 六 明 完 尘 。 

6. 直 交 夯 数 圾 数 的 需 质 收 黎 。 坊 就 皆 的 画 数列 me(2) (2 一 1， 
2, …) 是 在 [op] 上 直 交 的 ,数列 @, oo … 中 的 数 都 是 实数 常数 ， 
淮 伊 耳 ( 互 . 允 eyl) 礁 1909 年 攻 明 : 当 2 二 0 时 , 航 数 Za3 n? 的 收 
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伍 含 有 直 交 画 数 级 数 Zanq*(7) 的 实质 收 伍 , 普兰 格 勒 耳 (了 lan- 
cherel) 众 1913 年 把 淮 人 银耳 因子 42 改进 希 log?* 人， 到 了 1922 年 ， 
孟 叙 夫 ( 芭 .EMeBPIIOB ) 和 拉 贫 马 吼 (T。H. Rademacher) 各 
自 人 证 明 下 面 的 
定理 1。 假如 级 数 2aa(log %) 收 伍 ， 那 未， 直 交 画 数 级 数 
2anpn(z) 实 贤 收 全 
证 明 原来 的 两 苯 朋 上 大 长 ,此 地 的 广 朋 ,比较 短 些 *，。 
设 m,4,s, 是 如 下 的 整数 : 
OX<l<m 0 委 3 一 2 一. (1) . 
蜗 S(z,W) = oadi(2) 十 … 十 anhn(z)，X(s) 一 2 十 8 .3 
D(z,l, ss! = SX, x(l, st 1)) — S(X, x(1, s)). 
屋 入 ' 是 中 於 通 合 (1) 的 一 切 1 s 的 和 。 我 们 不 妨 假设 直 交 区 间 是 
[0, 1], 设 0 二 xX 二 1, 候 


Un(z) = fm (DL, s) yat, 
Ls 3 


那 末 
2(7 3 十 1)》 
Do 太 mH (De,L, Ndr=m3 Ya? 


1 3 p=x(ls8)tl 


nmt+ 1 2mnm+1 
— 2 -一 2 2 
= Mm Ss > a, = mm > CQ 
i 3271 2723+1 


此 地 的 v 在 2” 仁 2" 之 间 ， 所 以 取 2 篇 对 数 的 底 的 证 ， 得 到 
% 二 lo0gy。 因此 


2m+! 


Un(2) < Fla?(logv)’, 
Tn 


Un) < Bardogv), 
m=] v=2 


* 束 北 数 总 的 忠 29 (1928) ,参见 1934 年 的 浙江 大 学 理科 报告 ;以 及 陈 绎 功 著 : 查 
交 阔 数 烽 数 (1934) 第 一 章 弟 一 入 ， 
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由 富强 尼 的 定理 ， 户 7 人 (CD(z, 1 s)) 在 (0, 1) 中 实 搓 收 伍 . 
?1 一 1 3 
用 二 进位 法 类 示 正 整数 7%: . 
2 一 6 二 .2 二 6 22 十 … 十 0 .2 十 … 十 6m2m， 
中 的 0 或 是 0 或 是 1 而 6 = 1， 因此 SCz,2) 一 S(%,2m) 一 
=60D(7xX,0, So) 4+.D(X, 1, SN 十 … 十 GD m 一 1，S 1) 但 
Si2L 十 om 二 62 十 … 十 nm 一 X(1s) (1 = 0,1, ,说 一 1). 
由 是 
[S(x, 2) 一 人 (22m)]2< (63 十 6 十 … 十 人) xX 
X[( 忆 (xz SO) 十 … 十 (DZ 一 1， Sm 1))] < 去 
< 和 人 (DC 1，s ) )2. 
右 迄 是 实质 收敛 级 数 的 第 灵 项 ， 所 以 [0, 1] 中 , 除 出 一 个 零 集 瑟 o 
中 的 点 而 外 
lim m SND(%, 1 s)) = 
因此 ,党 3B 上 时， 
lim [S{%, 1%) — S(%,2m)] = 0. 
因 ai 是 一 政 合 级 数 ,所 以 从 歼 斯 和 非 世 的 定理 ,有 而 数 f(x) 适 
合 . 


f Hpar = Dlas, fs) ~ Dangalz). 
党 0 之 + 之 1 时 ，， 
hh Ug) — Sx,2m) Yar < f [2) — Ss, 2") dz ~ 
Da. 


rm 
2 .~ >) 2 2 
> Q， 二 mm (oam+i 十 … 二 my) 委 
m=] 


m=1] b=2%+1 
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~ 2 十 1 


< 2S) Sa? logy -De ]og ?> 


12 二 1273 十 1 


是 一 收敛 级 数 ,所 以 航 数 
EB / [f(r) 一 8S(z, 2m)Y dw 


均匀 收 合 、 由 富强 尼 的 定理 ，3 [f(z) 一 S(x, 2m) 了 在 [0, 11 


除 此 一 个 需 集 1 是 收敛 的 . 假如 7 不 属於 刀 , 邮 末 
lim [f(%) — S(x, 27)] = 0., 
由 是 ,假如 Zz 不 属於 喜 集 巨 = 五 。 十 五, 屎 未 和 当 ?一 oo 时 
j 帮 (2Z) 一 SC NR) 一 [AZ) 一 (2 27)] 十 [SC 22) 一 全 (2 1)] 
政和 伍 於 0. 定理 及 黑 . 
注 蕊 ” 孟 孝 夫 征 有 明了 定理 之 和 后， 双 闲 上 明了 上 级 数 za3 log?% 的 
因子 log*% 不 可 以 用 “ 较 小 ”的 因子 o(2) 代 蔡 ， 立 组 的 改 :假如 
lim 20%2) ~ 
nw log?N 
的 话 , 必 有 到 不 发 散 的 直 交 画 数 级 数 Zanpn(2%)(0 三 2 三 1) 使 级 
数 z0io(2) 收 化。 
更 在 从 定理 1 游 出 下 面 的 定理 : 
定理 2. 假如 级 数 >ax(log log %)? 收 伍 , 那 未 画 数列 
人 (7 2") (2 一 1，2,，…) 
实质 收 伍 .其实 ,此 和 缚 果 和 与 定理 1 等 价 ， 


证 明 要 询 定 理 2 之 前 和 ,不 妨 假 说 


2n 二 1 
”二 Sm>9, (N= 1,2,.), 
Vi 


是 
wm(Y) = (Gumpom() 十 … 十 ,QaomtitmHi(Z))， 


得 着 新 的 就 范 盐 交 画 数列 p(w), ya( w), "(0 化 二 1), 现 在 


372 贷 丁 . 数 和 论 


加 


Dj calog m) = Dj (og masn + + dmti) SC 


mr]1 n=] 
< Dj ui(log log vo0, 
4 一 3 


所 以 从 定理 1， 知 道 ZCnywm(2 ) 是 一 实质 收 禾 级 数 . 过 就 是 设 
S(z,2), S(z, 22), … 是 一 实质 收敛 的 画 数 列 . 
现在 从 定理 2 的 前 牛 流出 定理 1. 假如 {g(z)} 之 外 ,还 有 扰 

数 个 丽 数 册 (2), wz)，…; {$n} 和 {vn} 合成 -- 个 就 范 直 交 系 舟 ， 
那 未 置 

gwn(Z) = yun(Z) (人 不 是 2 的 某 乘 一 )， 

由 (27) 一 中 nr(X) (N=1,2,...). 
当 1 不 是 2 的 乘 > 随 , 置 om = 0, 又 置 cn = w。 考 感 直 交 西数 
级 数 Zongu(2) 由 多 


二 = (log log 17)? = 习 log*n = 3 log? % < co ， 
所 以 菌 数列 
One) (R= 1, 2,...) 


实质 收敛 . 这 就 是 襄 : 画 数 级 数 Zanpn(X) 实 质 收 化 . 

假如 没有 上 有 具 上 述 性 守 的 yn} , 那 末 因 航 数 wi 1og? nn 收 伍 ,所 
以 两 级 数 

Za log?n 和 Zoi, log’n 
都 收 人 得. 利用 已 证 的 部 分 , 知 雨 级 数 
San1ipar_1( 2) 和 Zaonbon( 2) 

都 是 实质 收 钙 ， 因 之 , zandn(z) 也 是 实质 收 敏 .定理 全 毕 . 

7. 释 更 收 襄 圾 数 之 项 的 硕 序 现在 考虑 如 下 的 问题 : 设 
Zcn pa(X) (4 之 x 过 5) 是 一 直 交 画 数 级 数 ，Ycei log?% 是 收复 
的 ， 要 探求 如 下 的 增加 画 数 (1): 当 Zcx log* 4 ,，w(n) 收敛 时 ， 
将 项 的 顺序 “大 大 地 ”的 秽 后 ,级 数 
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之 Co 人 (了 ) 
在 [op] 中 仍 能 实 搓 收 伍 ,下 面 是 拉 特 马 吼 的 
引 理 设 91(X),…, pn(2) 是 [4,51 中 % 个 就 虱 的 互相 直 交 
的 丽 数 ， 都 末 对 套间 个 琴 数 和 个 全 数 0 un, 必 有 如 下 的 正 


9 0 


.ff (Xt)Adx < A log?n >3 0 
此 地 1 之 i<j<n os<b. 

笨 明 ”对 扒 %, 必 有 正 整 数 * 适合 2 下 二 n 达 2". 由 认 有 限 
个 商 数 决 不 具有 完 篇 性 ,所 以 我 们 能 袖 充 

Fnti(T), "*, Parl TX) 

使 91(%),…，9,-(X) 在 [4,5] 成 就 范 的 直 交 西数 组 假如 对 从 
21Z)… osr(Z) 有 通 合 於 引 理 的 507), 那 末 对 於 pi(2),… ,2n(2) 
也 就 是 过 个 8(z ) 请 足 引 理 的 两 个 条件， 由 是 我 们 不 妨 假 丽 2%=27 
来 体 明 引 理 . 

设 9 是 0,1,…,7 中 的 一 个 数 , 等 分 区 间 [0, 2"] 篇 2 部 分 ， 
出 其 任 一 部 分 的 形式 篇 [raw, wiv 十 27-]。 是 


5 十 27 0 


Se(2, me) = FD) wplt). 


则 党 1 三 7 过 2 时 ,和 Sj(2X) = opl(Z) 十 … 十 wz92i(2) 的 形式 
如 下 : 
Sj(X) 一 ESo(Z， mo) 十 e'Si(z， 7101 ) 十 … 十 ES.(X, Mr )， 
此 地 的 6,e',…, 6’ 或 篇 0 或 篇 1. 从 上 式 得 到 * 
SF (x) Sr DD) S23(%, moa). 
gad=2 


固定 4, 窜 着 As(X) = 之 3 (Zz, ma), 因此 4。(x) 与 了 无 中 


+ 了 =2r 蛙 ， ET 
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A NH) + + AL) = 6x), 
47 


” 则 5(2) 尖 0, S84(z) < 了 54(z). 从 |S;(z) | 之 36(z), 得 到 可 
理 中 的 第 一 个 不 等 式 . 由 雁 

广 4v(z)oxz = > SS(%, ma)dx = S03, 
所 以 9g , pp 二 

[ O(N) dr = 4(7 + Dr Do? < Alog*nS a?, 

“ ?一 1 1 
引 理 立 娃 . | 
襄 Zwn(%*) 是 [4, 68] 上 之 一 航 数 , 假如 不 管 2un(73 ) 的 项 的 顺 

序 如 何 排列 ,级 数 实质 上 收敛 於 同一 个 丙 数 ,于 示 说 , 航 数 un( 区 ) 
无 条件 地 实质 收 合 . 发 丈 (%) 是 2 的 增加 画 数 , 当 和 级 数 Za2W(%) 
收敛 时 , 假如 任何 坦 交 画 数 级 数 Zanpn(3) 和 一 条件 地 实质 收 钙 , 那 
末 我 们 称 W(%) 是 一 个 无 条 件 收 钱 的 因子 . 


oo so so ee oe +。o oe 00 e+» 


1 
之 W( hy) <%, 


1 


证 明 设 g1(K), go(K),….， gne-at_i() 是 Nai 十 1 ,Rx 的 
映像 。 就 是 说 党 jx- 之 % 二 rx 哮 第 % 项 an9n(7) 匀 篇 新 级 数 第 
9.(K) 项 ,但 1 之? 安 Wx 一 Rx-1。 由 引 理 ,对 从 

Sx(£) = gpo(w) + 十 Qong—ng_) lor tT), 


存在 着 如 下 的 Sr(z): 
[Bop Ss) ENEmEm — wn), 
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广 62(X) dr A(Og (7 一 151)2(0Q3 十 03 十 … + a3, nt) = 
= A(log (Wx — 71))? (421-1 十 … 十 Cat) 
由 於 log (Wp 一 Ni) 之 4 10g ?71， 所 以 从 上 式 得 到 
Ew 三 52(z)dz < 4A4Yaz logz7 : wn) < o0, 


从 而 级 数 220(2xz-)08(2) 实 里 上 收 伍 ， 发 2 是 过 个 级 数 的 一 个 收 
黎 点 ,我 们 考 鲁 新 站 序 的 级 数 >0,,9,,(X), 它 的 任 一 部 分 可 以 估计 
如 下 :对 於 胜 和 入, 必 有 最 大 的 所 和 最 小 的 有 使 


N 
(Bog) | < onCw) + auph(z) 十 … 十 Buh(z) = 
mM . 


天 1 
= 3 Bi( 2) MO) pe 


2(7X) WN 
<> HEIL A ) Di ei: 


由 是 可 知 新 顺序 的 级 数 在 x 收 但 。 定 理 体 办. 
例如 当 和 级 数 a?(log log 2 . log 2)2 收 仇 时 ,一 切 直 交 画 数 
级 数 Zanpn(2) 无 条件 收 伍 .事实 上 , 取 
= [e+ 1] 


大 
log ng e th 20, 
log Ttl er-1 一 


Pp ro lor ni < 也 未 二 on. 


8. 从 窗 产 生 的 相交 多 项 式 系 ” 设 r(X%) 是 [4, D] 中 之 一 正 值 的 
可 积 丁 数 ， 称 之 往 权 。 从 权 7(Z) 可 以 产生 完 生 的 直 交 多 项 式 系 
Po x), Pi(2), "sy kun 下: 

f: T(Z)Pon(O)P0Z)QT 一 | 


0 (mn) 
1 (m= 1%), 


376 先 机 数 洽 
Pu.(2) 的 砍 数 是 2 事实 上， 


Pu(z) = I 
-of reds 

是 一 常数 . 设 P(X) = az 二 有, 划 和 从 

/- Puz)P(zyr(zydz = 0 
可 以 决定 a: B。 又 从 人 条件 

三 PX2)r(Z)aX =1 和 «>0 
Pi(%) 完全 决定 。 假 如 Po(%)，P1(X),…, Pn(X) 都 已 决定 , 那 末 
PeiZ) 中 的 ?2 十 1 个 傈 数 可 以 和 从 

0 (mn+1) 


[ Prii( 2)Pn(T)T(L) dL 一 (m 一 十 1) 


% 十 1 个 方程 决定 ， 且 可 使 得 PH02z) 中 22 的 保 数 篇 正 。 得 个 
系统 PCz)(2 二 0, 1,…), 并 雁 权 7(2) 而 癌 , 是 完备 的 。 事实 
上 ,任何 多 项 式 P(x), 必 可 写成 如 下 的 形式 

P(x) = aoPo( ¥) 十 PCZ) + tt dmPm(%), 
因此 当 方 程 


广 P(z)P(Z)r(Z)G = 0 

对 办 任何 Po(zZ) 成 立时 ,， P(w) 必 全 等 於 0. 由 81 的 定理 8, 上 面 
所 说 的 完全 性 是 芙 砍 的 。 

定理 1。 识 Po(2), Pi(z)， … 是 从 机 r(z) 决 宝 的 就 第 走 交 多 
不 式 秒 ，Pa(z) 的 录 数 是 冯 。 划 党 八 数 

Zc2 10g2 7 

收 伍 轿 , 直 变 丙 数 航 数 3cvPu(z) 实 守 上 收 伍 . 

座 明 设 直 交 区 间 是 (0, 1) 。 我们 不妨 假设 702) 在 0 委 2 委 1 
上 的 村 分 等 放 1, 且 屋 7(z) 一 切 雳 点 成 一 零 集 ， 


y= f rat, | 
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则 zz 和 与 y 之 曲 成 1 一 1 连续 对 内, 上 式 有 映照 0 :2 委 1 从 0 和 3? 委 1. 
证 


Pn(%) = pn(Yy), 
则 得 
1 0 (nm) 
了 Pn(Y Pm( YdY = 上 (Ce 
由 输 z 轴 的 零 集 某 蕉 了 井上 的 零 焦 ,从 鼻 洗 夫 - 拉 特 马 吼 的 定 
理 , >c*pn(y) 实 里 上 收 化 ,所 以 cnPn(2%) 实 质 上 收敛 ， 
第 一 节 中 提 及 过 的 切 勃 肖 夫 多 项 式 
Ta(T) = Cos ng (cosd = 72), (N= 0,1,..…) 


的 系 态 ,从 机 T(x) 一 言 ,在 [一 1, !1 中 是 完备 的 。 由 


於 Twn(%) 的 % 侦 根 是 
2 = CoS I) y= 1,2,...,n), 
2 
而 % 交 多项式 


sin(n + 1)0 
sing 


Us(z) = i Tn(X) = 


的 个 根 是 2 一 C0 一 (? 一 1，2,…,%)， 所 以 % 次 多 项 式 


Te(z) 与 Uw(z) 的 根 落 在 虹 坚 半 ( 一 1,1) 中 而 乱 重 根 . 
从 

cogs( 了 十 1)0 = eos ng eos 0 ~— sin ng sing 
sin(n + 1)0 = sin nb tos§ + cosnge singd 

得 到 恒等式 
TaH(Z) 一 2X7Ta(Z) 一 (1 一 吧 )C ICZ)， 
Un(%) 一 ZU 1(XZ) 十 T,.(%). 

又 从 


ad2cos ?0 a? sin Q2 sin 70 


一 ?2 coO8 ng, = 一 ?2 8in ng 
CO2 
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多 得 了 ,oD 与 Us (2) 所 少 是 的 微分 方程 
(1 — 2THF) — HT (FE) + WT(L) = 0, 
(1 一 02)02C2) 一 372D 2) 十 02 + 2)Un(2) 一 0。 
从 1sin "91 以 及 leos VEO， z] 上 的 直 交 性 ,就 知道 


广 -一 一 一 Taflj)7n(0)Q1 一 0 Om 天 人)， 
1 MI 一 3 


大 wI 一 轨 Un(o)TUa2)d2 = 0 (mn). 


因此 在 [ 一 1, 1] 上 , {Tn(x)) 与 {Un(7)} 分 别 关於 权 (1 一 字 ) 忆 和 
(1 一 x2?) 具有 直 交 性 . 

利用 切 笋 肖 夫 多 项 式 系 , 我 们 能 薄 如 下 的 

定理 2*， 设 {Pn(x)} 是 [a, 5]. 上 和 从 权 T(x) 得 来 的 就 范 直 交 
多 项 式 系 , Px(2) 的 次 数 是 %。 慨 

fx) ~ EenPr( 2), 
Mr ab— xr(r) Ah, 

则 党 f(x) 是 有 界 钨 差 了 时 ,级 数 了 | co |? 对 於 任何 大 於 1 的 Pp 都 收 
敛 . 

名 明 作 杰 换 t 一 一 一, 则 4<x<b 楼 篇 一 1<t<1， 


b— 
而 庆 礁 权 的 条件 儿 篇 
Mi wt) A 


此 地 


加 (一 0 和)t 二 (4 十 5) 24 
Tri(t) = r( 3 )， 4 = :; 荆 一 . 
由 是 不 妨 假 设 & = 一 1, 5 = 1. 于 且 我 们 可 以 假设 p 过 2, 


设 4=2,，1+1= ,， 利 
D A a 


* I. 上 和 芒 里 秆 谐 夫 (yI5RHOB)，M. ce6. 40 (1956). 
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用 赫 耳 发 不 等 式 ,得 到 
me ke mm mm p 
> 
k=1 n=1 n=1 k=n 全 
< Dor {3 2) < 
n=1 k=n k=n 
mm ] 9 站 m , 7 
< 之 (i zi) 3 中 ) 
由 是 


DL 


op<BY (LS ea), 
k=1 


(1) 
n=1 n 无 一 分 

1 2 一 寻 
此 地 B= (5 六 (2 玫 ) 


另 一 方面 ,从 大 2) ~ cxPr(%) 和 灰 2) 人 apTp(7X), 得 到 


> [retz) -Sapir) ) dr< 


< /rz)(f) 一 S， aaa(z) ) Q2 < 二 
k=0 


1 < 2 ax 
<4/ (1x)— Tn) 02) 
因此 So < 4 六 中 置 z = cos0, 则 得 


ax 一 2 人 Fr)Tu(z) J A 一 2 f feos 0)eos 10 dao. 
田 於 f(x) 是 一 有 界 多 差 的 画 数 , 所 以 一 浆 过 分 见 积 分 就 知道 一 


ka = 0(1)。 因此 
> 


他 
二 1 不 二 名 天 
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<B > <% 

定理 落 蛙 . 

现在 研究 全 袜 的 问题 ， 设 在 [a, 9] 中 f(x) 满足 如 下 的 人 条件: 
对 从 [0, 中 中 任何 雨点 x, x', 成 立 着 

[f(z) — Hx) MI2 一 2 («>0) (3) 

我 们 称 f(z) 在 [a, b] 中 痛 足 “级 的 李 普 西 花 休 件 , 以 友 号 f(x) € 
6 Lip a 表示 此 事 . 当 a 之 1 时 , 易 知人 (x) 是 一 常数 ;因此 我 们 假 
说 a 之 1。 当 f(x)《 Lipa 时 , 怎样 的 D, 才能 使 级 数 呈 | cs 收 
化 ? 首先 建立 下 面 的 

引 理 坟 刀 0) 是 一 可 积 ( 一 < 9 < =) 的 通 期 醒 数 , 遇 期 昨 


se 


均 0) 与 J(O) 之 差 坊 O(n-?). 群 机 地 襄 : (3) 合 有 
AAM 1 


onl0) 一 0) | < Eo 
a 也 
4 是 一 条 对 常数 . 
证 明 由於 (84) 
sin2 ?2 
on(0) 一 Fb) = 1 /OTt)+HO-t) -rtf(0) at 
a 0 .at 
2 
= 了 +L, 
1 Lsin? 1 \e M 
/i -at 
Ps sih ， (i) 全 
imn2 一 一 
sin? 归 


Sin? 一 
2 
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所 以 on(9) 一 0) 之 娄 ( 


二 ), 引 理 证 里， 


定理 3.* nat) Pd 
从 r(z) 产生 的 直 交 多 项 式 敏 烈 ，Pu(z) 的 次 数 是 %. 设 f(z) ~ 


Zen Ps(z),f(z)e Lip a, 划 级 数 


Z| Cn 人? 
证 明 设 4= 一 1, b=1. 置 z=cos0, 则 由 (2)， 
> < a f(x) 一 Sonn) -= 3 = 


= Af {fleos 0) — t*_1(0);d0. 


此 起 共 -1(9) = 3 (eos 0) 是 一 个 % 一 1 次 的 三 角 多 项 式 . 
对 於 即 一】 次 多 项 式 Qs_1(2), 成 并 着 ， 


f(r 一 > ) = 


_ om f, Co) 一 22 


1 一 x 
因此 对 於 % 一 1 次 的 cos 0 的 多 项 式 tn(9) 成 立 着 
f {fCe0s0) 一 站 409)jag < ftf(eos 0—t,1(0))}d0 
- f(cos 0) 的 富 理 埃 级 数 是 一 余弦 级 数 , 它 的 算术 平均 on(9), 天 碎 
cos 9 是 % 一 1 的 多 项 式 ; 册 是 
之 [cs 4 Heos 0) 一 on(0) 4a0. 
当 AO)ELip < 村 ,8 天 < 的话 , 1(0) 也 有 矶 从 Lip B, 因此 我 们 不 


* 科学 记录 ,新 博 第 一 上 矢 第 二 期 (1957)， 


芒 假设 a 过 1， 伦 引 理 知道 
> elis (ee ) ， 
4 是 与 有关 的 常数， 又 从 (1) 得 到 
> P<KD -7 售 t%) ，( 玉 :常数 )， 


区 徊 7 (上 二， 时 , crl > 政 敏 。 定 理 带 蛙 ， 
系 1 设 /1(z) 《Lip1 则 lon1* 常 。 忆 :时 收 合 . 
条 2 设 f(z) 《Lip(5 +。)(e 之 0) 风 级 数 2cs 稳 革 收 钱 . 


对 旗 三 角 级 数 ， 系 2 是 C. H. 别 恩 许 繁 因 的 定理 . 和 柔 2 中 的 
正 数 * 是 不 许 取 消 的 ,性 明 见 硅 革 蒙特 的 "三角 航 数 "(1935)8$6.33， 

9. 有 界 鬼 差 画 数 之 富 理 埃 极 数 的 看 对 收敛 ”首先 建立 

引 理 若 om 一 0 且 22 二 IT)1Ao|<oco 则 2ooucos70 是 
一 富 理 埃 航 数 . . 


s s + oe + +* 


众 明 置 了 十 cos hh 二 十 Cos nw = Dn( 2), DA2)+ D(X)+ 


十 … 十 Ds(%) = Kn(w2), 则 ， 


(n+ 1)KRa(2) = (sin(w 十 1)x 2 x/sin Sz ) ， 
由 是 


Sa(%) = > 十 Go8 人 十 … 十 Qnr C08 NW 一 


一 0, (V+ KX) + Ka(t) (n+ DAant tt Da(%)ann, 


=0 


在 0 过 z 过 27 中 ,最 后 两 项 当 ?一 ?co 时 的 极限 等 於 0。 册 雁 航 数 
> A Df K,(z)dx = > | 


p=0 


妆 秘 ,站 且 玉 ,(%) 之 0, 所 以 从 富 尖 忆 定理 , 角 数 ZA (v4+1)K,(Y) 


第 刀 齐 直 交 画 数 航 昨 一 


实 质 - | 国 收 钱 於 : 一 i 订 积 画 : 
。 A 1 , 
f(z) ~ Qo 二 > COS NL, 


引 理 其 举 ， 
全 界 炙 差 的 函数 ,其 富 理 埃 保 数 on 和 bu 部 是 0 ( 工 )， 但 是 


20 an | 十 | 0 1) 林 必 有 收 伍 ,例如 

一 0 一 ，sin 220 

全 一 > 7 (0<06< 
本 《0 < 一 元 ) 。 


9 


EA 


基 至 全 连 炉 画 数 ,其 富 理 埃 也 不 一 定 到 处 绝对 收 依 ， 举 例 於 下 : 由 
从 


mj 一， 3，…) 
适合 ws = 0(1) 与 Axw 一 0 人 Ja 所 以 ,由 引 理 ， 
> Te 
是 一 富 理 埃 级 数 , 因此 二 0 是 一 会 连 圳 画 数 ， 但 是 
避 站 收 久 
我 们 将 建立 如 下 的 


定理 1. 设 f1(0) ~ Qo 十 > (an cos ?0 十 pn sin ?0) 是 有 
界 释 差 画 数 (96) 的 富 理 埃 航 数 ， 假如 1(6) 是 处 处 连续 ， 它 的 连 


有 
[Dat (ce >0) (1) 


履 象 ,于 本 航 数 (| en | + 15" |) 收 萌 . 
证 明 ”由於 卫 (a2 + 好 ) 是 一 收敛 级 数 ,所 以 当 0<p<<2 时 
欠 38 的 (1) 得 到 


384 寓 画 _ 数 论 


3 sD > 十 0#) 避 (1) 


N 
时 2 = N， 了 一 7 一 3 ( 咀 十 如) 注意 到 
k=$N+1 


HO + 9)—f0—7)= D2 sin nn( — an sin ?20 + ba cos 20), 
1 
从 派 色 伐 耳 等 式 得 到 
2 Dag 十 好)sim ak = 二 人 (10 十 力 一 K0 一 态 )280; 
k=1 27v 0 
左 稳 不 小 於 
Ny 
BD) (a + 02)2 sin ky > 5,. 
5 一 和 Nd1 、 


因此 
5.< 击 己 二 L (8 二 260) 一 K0 二 2 所 一 27))288 


<o2nD i/ Dy 11(0+2kn)— 1(0+2kn—27) 1d0. 
设 f0)fE[0, 2x] 上 的 全 多 着 是 了, 则 得 


y 
S, < 卫 wo(27). 2 
:Sy w(27) (2) 
当 2 入? 所 2 时 ， 
于 ci+ 5 有 SS, + Sb 二 和 了 2 二 | 


由 是 (1) 简 化 成 - 
> (a2 + ba)F eK, > ( 言 o (二 (3) 
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A 1 时 , 航 数 
n= 之 NN 
与 积分 / Mad5)/t dt 同时 收敛 或 同时 发 散 ， 定 理 1 体 尝 。 
由 英和 级 数 半 (zzo ( 汪 )) 党 P 大 礁 


。 8 也 
2 
WA 
暑 就 收 但 ,所 以 我 们 晃 有 下 述 
定理 2， 在 定理 1 的 情况 下 ， 航 数 
> (5) 
天 一 1 
党 了 大 礁 (4) 团 收 化. 
又 因 航 数 (n+ (上 上 ))》 奥 积分 
ve 人 (6) 
0 £2 / 


同时 收 伍 或 同时 发 散 , 故 又 得 下 壕 
定理 2. 在 定理 1 的 情况 下 党 积分 (6) 收 伊 时 ,级 散 (5) 收 敏 。 


ee 


系 。 假 如 有 界 拖 差 的 画 数 1(0) 属於 Lip a, 那 示 级 数 当 


?> 如 收音 

最 初 讲 革 蒙特 光 是 必 明 :有 界 克 差 的 丽 数 及 从 Lip a 的 话 , 它 
， 的 富 理 堵 级 数 一 定 绝对 收 化, 划 拉 斯 基 惟 斯 (Waraczkiewicz ) 局 
上 (1929) 指 出 上 逃 的 系 成 立 。 和 后 来 (1934) 诸 华 蒙特 塘 明 此 有 系 中 的 
指数 是 不 可 以 降低 的 。 现 在 将 定理 2 转 成 天 认 址 交 多 项 式 
的 命题 . 
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定理 3。 裔 乘积 (z 一 4) (2 一 X)r(%) 在 区 时 [a,b] 上 是 有 
界 ,1Pu(z)} 是 从 r(z) 所 决定 的 直 交 多 项 式 系 ， 
FIz) ~ TernPa(%). 
假如 f(x) 在 [a, 寺中 是 有 界 杰 差 , 泪 旦 是 连续 的 ,其 连 炉 模 是 (6)， 
那 未 当 
p> 
: log 刀 一 本 10g (=) 


时 ,或 是 当 积 分 (6) 收 敛 时 , 航 数 了 | cn |? 收 伍 ; 特别 当 有 %) 属於 
Lip a 时 ,此 航 数 党 P > 了 二- 时 收敛. 
证 明 从 88 的 (1) 得 到 
p . Rn 六 
PloP<B, S(T), 


但 0 过 Pp 之 2, Rn 一 C02 十 Cn 十 …, 上 [0,0] 一 [一 1;1]. 又 由 
88 的 (2) 得 到 


Ra 之 4 f (feos0)— FS wr eos 16 ) @ = 4 Sas, 


=0 
但 jcos0) ~ Za cos 1 提 。 那 末 由 定理 1 的 杂 明 ,和 从 


包 。 1 2 
2 > 2 sin? ny 一 去 人 (f(cos(0 上 7)) 一 fcos(0 一 7)))200， 


n= 1 
7 一 2--"zr, 得 到 R, < A (1,f), 此 地 站 表示 f(cos 6) 在 


《0, 2r) 中 的 全 区 差 . 所 以 有 常数 Kz 适合 


bp /ll 广 /1NY? 
> <Ks 2 (2 全) 。 (7) 
还 个 不 等 式 伞 明了 定理 中 所 述 一 切 和 车 果 。 定 至 玉 洗 。 

10. 严 箱 画 数 的 收 仇 指数 狼 


HO) ~ B+ BD Con cos m0 + bn sin 20), (1) 
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则 党 f(0) € Lip a， 站 且 « 之 3 时 ， (1) 绝对 玫 敛 ; 一 般 地 说 : 当 


?> 元 二 时 ， 级 数 (| an |? 十 | 254?) 收敛. 假如 f(0) 是 有 树 


差 , 那 未 此 级 数 当 ?> 时 就 收敛 ， 送 些 都 是 说 遇 的 定理 . 


菲 且 我 们 已 经 多 得 比 这 此 村 果 更 深 列 的 定理 ， 现在 对 於 光 是 具有 
连 积 性 的 1(0) ,要 研究 能 使 级 数 2(| aw 1? 十 15x?) 收 伍 的 了 
引 理 和 1(0) 的 溃 类 柑 是 048) 则 关於 任 一 


+ 


tn(0) = 辫 (er cos 10 十 Br sin 10) 
适合 | 1(9) 一 如 (2) | < Aw(n-!), 4 是 一 杂 尖 常数 ， 


® ® ee 。* eo 。 


证 明 由於 2(% 十 DKn(0) 一 nn 十 1 十 2 > (n+1l—k)x 


三 ] 


x cos 10 是 次 的 ,所 以 它 的 于 方 是 27 次 的 ， 它 的 平方 的 积分 是 


4 
sin St 


工矿 | 一 到 一 dt= (N+1)+4 k= 
1 


sin 一 


= 号 .… 十 3)/3， 


4 
Sinf2 十 De 


3 n 
ba(0) = / 让 2 |a 
(0) 《41724 十 … 十 3)7 _ ) sin t 一 0 


也 是 一 -个 2% 次 的 三 角 多 项 式 ， 
tan(0)—f(0)= , 
sin(nt 1)5 0 


"F010)) | |- 
/, sin 二 ， 


3 
(2 十 1)(492 十 5 用 十 3) 
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n 1) 


3 六 2 
= to—— 1 at, 
(2 二 1)(4m 十 5% 二 3)x/o 9e(7) nt 


站 


此 地 go(t) = 了 6 二 t+ fA0 一 tt)— 2f(9), 它 的 移 对 值 不 大 於 
2w(t). 设 [nt] = ML， 则 和 从 


f(0 +t)—f0)= f (0+ nt ， 1) 一 f(0) = 


-加 (rt)+ 


+ (10+t)—f(0+ A)) 
得 到 0(t) < (M+ Do (i ) < nt + Do (2). 由 是 


| 0) — f(0)| < 


4 


人 Sin (7 FD 
/ (nt + 1) 2)at= 
人 十 1)(402 十 5 十 3)x int 
2 
ti4 
6o (—\n 3in (n+1)3 
=20 (二 十 (a) -oo ta 
7 (1 十 1)(472 十 57 + 3)/0 sint 
2 
最 后 的 积分 等 认 


2 (和 GD dt= 2(/ [tf tt gr 
0 sint sint 
< 妇 2(7 十 De 人 yi Mt Am, 
n+ 


A, A,, “0” 都 是 绝对 党 数 ， 因此 
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_ GA 1 


< Ao a) 


引 理 名 里 。 
定理 1。 讼 过 种 丽 数 (9 + 2r) 三 1(0， 的 过 种 模 是 w(5)， 
那 末 党 了 大 从 


logn 


lim sup 1 
”3 log n—logw (2 


时 航 数 (| an |? 十 | 5a 1") 收 化 .事实 上 , 当 0 < 一 2 之 2 时 ， 


ECan + ba) < K, > (一 ， (2)). 
1 


有 方 的 级 数 和 积分 (MEo(t))?t? i 同时 收 化 或 同时 发 散 ， 
省 Lip a 时 ,由 此 得 到 小 思 (Szhsz) 的 定理 ,此 时 的 此 雪人 


昌明 由 89 的 (1) 得 到 
> 


k=1 
此 地 
R= Sat+t bl) = h (0) ~ S»-1(0))d0, 


k=n 
但 S._1(9) 是 (1) 的 最 初 % 项 之 和 .最 和 后 的 积分 等 於 
i 1 f°" (0) -Sa eos vO+p,sin ve) do 
in = (x ) 一 > cos v0+B,siny )) 


由 引 理 ,过 是 小 藕 hww? (二 ) 的 。 由 是 得 到 


390 


1 

bp 

R, < Aw (2). (2) 
和 从 (1) 禹 (2) ,得 到 


> (oz 十 o0 < 4 工 (一 0) 

大 一 Mn Wm 

过 喜 4 42,… 部 是 常数 ,由 於 @? 十 如 之 4(@ 十 加) 所 以 
EO onl? + |ba lr) < As > ( 


i 分 
一 -到 “iD) 
双 因 
ns 3) 
Ca 
故 定 理 中 所 述 一 切 车 果 都 成 立 。 定 理 斑 半 
定理 2 DD 中 束 访 VC 人 Or( 昌 有 


中 
和 


p>lim sup 


LE A 


log % 


1 
321g 一 logo (二 ) 
收 伍 ,但 f(x) ~ >cnPn(z). 事实 上 ， 


人 


Sle lr KE, 马 (2) 
1 MN » 
证 明 和 从 $3 的 (1) 得 到 


2 R.)’. 


一 C2 十 Cit1 十 


此 地 乒 。 ， 由 $8 的 (2)， 


"<A emo- p37 COS 9) a0. 
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但 dn cos m0 上古 : fco0s 0) 的 富 理 坡 航 数 ， 因 此 
区 4 一 1 2 
R.A min / (Feosg) 一 他 COS v6) 9. 


GO "An 1 


由 引 理 , 此 积分 等 於 O (w*( 革 )). 所 以 


> P< Ks» 二 (二 人) 
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上 刷 明 机 数列 sin 27(2 = 一 1，2，…) 在 区 间 0 所 2 委 中 成 
一 完 包 的 直 交 画 数 烈 ,但 是 下 面 画 数 列 
1, Cos 和 ，8in 2，co8 2%, Sin 2%,... 
在 0 委 2 委 工 中 丝 不 成 一 直 交 画 数 列 ， 


国 一 2 28 一 1 
设 (Ek) 
-发 (在 | 2 二 2 2 二 


[Be 


) 中 等 从 VY 于 ,在 人 


| 中 等 於 一 V 叶 ,在 [0, 1] 中 其 他 的 点 等 次 0, 但 
k= 1, 2， eon 

杂 朋 : 当 勾 之 区 时 
[ Z(t)z (tdt = 0. 


注 旦 {z(t)} 是 哈 鲜 (A，Haar) 的 画 数 烈 , 它 在 [0, 11 中 
具有 完 储 性 . 

3. 假如 直 交 两 数 系 {9x(2?)} ( 委 2 委 5) 对 於 任 一 阶梯 画 数 
是 完 香 的 , 那 未 它 是 一 个 完备 系统 . 

4. 设 0<Z< 失 试用 数学 名 和 纳 法 巧 明 


Sn(Z) = Sin + SH + + E>0 (N= 1,2,.), 


2*; N=0,1,2,... 


3 
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事实 上 ,党 Si:(E) >0, Sn(&) 一 0 时 ,从 


0 = 2sin S50) -Sin (2 十 ;) .sin 


eA 


1 


得 到 sin ?8E = sin (n 十 2) é§€ COs 了 E 一 CO8 (x 十 !)s sin 5 §220. 


因此 Sat#) 盖 0. 利 用 遭 个 方法 ,六 明 
Sn(X) — Sm(X) (n>m) 


在 区 问 0 二 x 二. 中 是 正 的 ， 
9 十 工 


5. 稚 明 
， sin (e+ at | 
“= | (R00) 
2rr .0 二 
sin 蕊 | 


利用 此 吾 实 , 闫 朋 : 
连 秆 画 数 的 富 理 堵 级 数 不 一 定 到 处 收敛 。 
6. 求解 积分 方程 组 
2 ” 1 7] = 1 二 全 间 国 国 
三 人 sin(2n + 1)51(z)7 = 3 (=0, 1, 2 


但 1 一 7X) 一 一 不 Z) ,HZ 十 2r) = f(2). 
7. 设 0 过 <2, |ar|?<co、 说明 站 交 贾 数 级 数 20npn(Z) 
(& 过 3 之 5) 色 过 任意 炎 更 项 的 顺序 ,实时 上 收 纹 ， 
8. 设 |f(0) 一 0) | 万 六 10' 一 0|, 一 1100) 的 宣 理 埃 航 数 的 
算术 本 均 oa(0) 适 合 
len(0) — f(0)| < MA log nf, 
4 是 一 绝对 常数 。 


第 十 . 章 
秋 性 泛 男 数 


1. 画 数 做 L?(e) 。 设 e 是 欧 从 里 得 空间 中 之 一 点 集 , 其 测度 
|e | 是 有 限 或 是 无 限 (就 是 说 ,有 测度 可 慎 的 ). 又 设 Hz) 是 在 e 上 
定义 的 画 数 ,其 画 数 值 可 以 震 复 数 ， 记 复数 : = 2 十 iy 的 共 棋 数 
z 一 iy 需 8. 我们 考证 下 面 两 个 积分 

/Hz dz 和 f f(z) dx 
都 存在 的 f(x), 适 种 甸 数 (2) 的 公休 成 一 画 数 族 L*(e). 若 f(2) 奥 
gz) 都 属於 L?(e), 则 f(x)g(zx) 属 从 L(e). 称 仿 分 
(f, 9) = /rz) 2) ar 
(f,9) = (9,7) 

成 立 ， 因 此 ( 户 了 ) 守 0， 在 2(e) 中 我 们 称 


(Ff) = J /impar= Hf 


.篇 了 的 横 。 从 敏 高 夫 斯 基 的 不 等 式 , 知 道外 19 委 首 1 十 19 二 
因此 ， 
一 五 和 有一 让 上 土生 关 一 下 . 

过 样 一 来 ,我 们 可 以 把 本 数 族 Z2(e) 看 做 襟 间 , 称 它 需 泛 画 数 空间 
PP(e)， 上 面 的 不 等 式 , 相当 从 三 巾 不 给 式 ，L7(。) 中 的 画 数 户 是 
到 个 空间 的 一 个 点 ，||7 一 9 上 是 六 和 9g 的 距 风 ; 当 ||f 一 9 =0 
时 , 祝 f 与 9 篇 同一 点 . 

设 记 《LNAe), 了 EI2(e), 当 | 有 一 了 一 0 时 , 称 难 烈 {及 } 在 
多 收获 慌 户 或 称 1P} 强 (性 收 ) 伍 稚 态 ， 现 在 建立 - 般 的 邓 斯 和 菲 
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定理 二 {fi 在 到 (e) 中 强 合 的 充 要 人 条 件 吓 1 5 当 ,hn 一 coo 上 时， 
| fm — fn ll —>0. 
证 明 假如 | 六 一 了 | 王 0, 那 末 党 Ww,%-> 00 上 时， 
fn — ff f+|f—fi->0 
迟 是 东明 人 条 件 的 必要 性 . 现在 杂 朋 休 件 的 充足 性 . 
玩 了 让 如 下 的 正 整数 列 wz(E = 1,.23,…): 太 过 1 之 …， 党 
2 IIx 肝 ， 


fs — fm ll < 2 
由 是 , 当 e 的 子 集 8 的 测度 篇 有 限时 ， 
frm (2) — fos (2) ar < le Bo-s 
由 是 可 知 极 数 卫 | 六， (z) 一 f(z) | 是 概 收 全 的 ， 因 此 ， 航 数 
fm( 2) + BE(fniys (2) 一 记 (2)) 
实 丑 上 收敛 於 一 画 数 f(z)。 就 是 说 : fm(z) -> f(z). 由衣 
[mel < fm — Fa + Fm 2 + l,l, 


从 法 都 引 理 得 到 | fi 之 + fw. 所 以 f(x) € ZL2(e). 

设 74; 之 min(n, mm) 则 

fm — fal S| fm — fm, | + | fn — fm, || < 2.2-", 
再 用 法 都 引 理 , 外 一 访 1 由 委 2 。 由 是 得 到 
fo fl 0. 

最 后 ,我 们 注意 着 榜 的 了, 实 盾 上 只 有 一 个 . 审 实 上 ,党 | 一 

一 六 | 一 0, fn 一 了 王 0 时， 
fF fi fll+t|f— fl 0. 

定理 叙 明 完毕 。 

柔 ! 党 站 产 一 中 一 0 时 ,项 傈 ( 产 ,9) -> (六 9) 对 牙 Z(e) 
中 任何 责 数 9 成 立 ， 


* ee ee 
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旋 明 jn 9) (F209) | =| (fn—f, 9 fs fi ligll>0. 
此 地 我 们 要 留意 : 当 (fn, 9) 一 (f,9) 对 认 L2(e) 中 任何 g(x) 
成 立时 ,tf"} 末 必 强 全 锥 了 。 事实 上 ,关公 . 


lim sin nx g(x%) dr = 0 


nD 


泥 认 g(x) € 了 (0， 交大 立 ， 但 是 当即 天 入 时 |sin72 一 Sin Mi2 || 一 
= 

内 (fn 9) 一 (六 g 圣 认 2(e) 中 任何 9g 成 并 了 蛙 ， 我 个 称 {f，} 

系 2 当 | 记 一 让 | 一 0 时 首 记 外 一 中 fl、 假 如 {如} 光 是 
弱 敛 於 1， 那 未 上 如上 未 必 收 化 於 | 了. 

证 明 从 | 所 和 | 一 下 十 上 下 和 站 帮 上 f 一 D+ 
+ 上 二 上 得 上 让 王 趾 了 .但 是 ,由 上 壕 , {sin nz) 在 [90, zx 中 能 次 


从 0 而 ||sia wz || = 性 明 完 畦 . 


定理 2， 在 [2(e) 中 ， 假 如 { 广 } 弱 各 於 户 普 且 站 户 儿 政 敏 夫 
由, 那 来 { 记 ) 强 敏 於 天 


证 明 事实 .上 ， 
上 一 六 用 = (f— fn,f— fn) 
= | 一 (ff) — (fn, f) + if (1) 


的 极限 是 上 fi 一 (4,f) 一 (Ff,f) 十 f=0. 

线性 泛 画 数 ”对 从 空间 2(e) 中 的 任 一 元 米 9 定义 着 一 个 数 
值 4(9) = 49, 假如 它 具 有 

1” 加 茂 性 :4(0: 十 9s) = Agi 十 49 

2? 整 府 性 : 当 Cc 是 一 常数 时 ,4(cg) = cA(g)， 

3? 有 界 性 : | 4(9) | 委 冯 |9 有 网 巷 2(e) 中 一 切 g 成 立 
三 个 性 质 , 称 4(9) 是 2(e) 中 的 一 个 有 界 龙 性 证 画 数 ， 或 是 简称 
篇 厂 性 泛 阔 数 。 此 地 的 M， 光 是 与 4 有 需 而 皇 2(e) 中 侦 别 的 元 
素 扰 关 你 , 称 半 种 最 小 的 Mi 篇 4 的 模 , 记 它 做 14。 过 样 ，3。 
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可 以 改写 志 


(os 4 ol 
定理 认 于 Ze) 中 过 弹性 译本 数 的 -个 素 式 是 4(9) ~ 
是 由 人 4 唯一 地 决定 ， 


证 明 a 
ut vl + em— oll= 2 + 2 vj, (2) 
慎 是 表 朋 :平行 四 稳 形 的 四 淖 平 方 和 等 礁 两 对 各 烤 的 平方 和 . 
在 “单位 球面 "| g|| = 1 上 ,我 们 考虑 | 49 | 的 上 办 :是 
max |.4(9)| = Mi. 


lig1i=1 
那 末 存在 着 如 下 的 化 列 {9x}: 
. | oo = 1, | Mg, | —> M,. 
由 (9) 的 整 壮 性 ,我 们 可 以 假设 A4(g,) >0, 因 此 4(0r) 一 MA4。 
从 (2) 通 遇 3°, 得 到 
上 gm 一 ga |l:=4—|| 9m+ 9 ||? < 4— WEL mt Agn le>0. 


因此 , 低 黎 斯 - 菲 盖 定理 ,化 烈 {9oj 强 化 论 一 个 画 数 % ,| 9*|| = 1. 
又 因 

|Ag* 一 人 入 gm | 一 |A(o* — gx)| < Ma lg” 一 gnl| — 0, 
所 以 Ag* = 及 1， 就 是 说 : 在 单位 球面 上 , 泛 丙 数 49 过 到 它 的 上 
界 Ma 乃 是 被 9” 所 过 到 的 . 

简 窟 f(4%) = Mag*(2), 我 们 要 苯 4g=(g9,f). 此 式 当 9g=g* 
时 ,自然 成 立 ， 现 在 薄 明 此 式 当 49 = 0 时 也 成 立 ， 就 是 说 ,要 和 从 
49 = 0 湾 出 (9, 多) = 0. 篇 此 不 妨 假 设 ||9%(z) 诈 天 0, 置 

1 = (0.9), 
(9,9) 


则 和 从 
Mi= (Ag) = [A(9g* — ig) < MI |g* — hgll? = 
= Mi[l — A(g,9*) — A(g’, 9) 十 AD) 


二 
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得 0 = A(g,g*) 十 A(g*,9) 一 Mg,9), 由 是 (9,y*) = 0 和 粮 而 
车 之 ,党 9 = 9 或 Ag = 0 时 ,成 立 着 等 式 


A(g) = (9g, 1). 
对 於 L2(e) 中 任 一 元 素 9, 作 几 = 如 g*， 划 从 4( 四 一 9) = 0 


得 . 
A(g; — 9) = (9 — 9,7). 
由 是 
A(g) = A(g), (9,1) = (91, 1)., 


由 於 Ag* = Ma ig*|, Ma = 1 所 以 1 41 = 站 

当 !j} 弱化 芯 中 某 一 元 素 时 , 我 们 也 可 以 说 ， 泛 画 数 列 
有 ng = (9 户 ) 收 伍 苹 49 = (9, 轧 - 现在 司 明 下 面 的 

定理 4. 识 An(9) (n=1,2, J CO 的 和 人 证 症 


人 


al = MA4 按 (. 


oerxel | 9 | ” 
在 发 明 表 个 定理 之 前 ,我 们 首先 建立 有 关 实 釉 范 数 的 一 个 
引 理 ”( 奥 斯 古 德 * 的 定理 ). 设 {fn(2)} 是 区 浊 4< 之 x 之 b 上 
的 一 列 违 征 画 数 ， 假 如 对 於 (o, 5) 中 的 任 一 x, {f(z)} 成 一 有 界 
数列 , 那 末 (4, 5) 中 必 有 子 区 闻 [ov, 4] .在 [ab 上 ,t 记 (2 外 塌 
均匀 有 界 ， 
证 明 ”假如 不 存在 定理 中 的 [0 5], 则 (4， 5 中 必 有 一 点 罗 ， 
使 | 记 (z)| 中 蘑 一 画 数 fm.(2) 在 =v 的 怒 对 值 大 从 1. 由 於 fn(X) 


* WW, F. Osgood. 
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在 % 的 固 夸 性 ,存在 着 如 下 的 区 间 (o, Bi1): 
gh < Pi， | fm (2Z7) >1 (@ < ib). 
根据 同样 的 理由 ,有 如 下 的 ?ma 和 和 (as, PB,): 
no nfs)| >>>2 (aati Bi Bb)., 
如 是 约 炉 进行 ,得 一 列 的 to 和 一列 的 tcr Be 如下: 
Wap<apH<C Bi Bo 一 1 2 
| 记 (Z)| EE (arn 人 < rrn). 

自然 我 们 可 以 假设 Br 一 ax 一 0. 因此 {ax, Be)) 收 但 於 一 点 zo. 
从 | 刀 .(20) | 之 ,过 到 {如 (zo)} 是 一 无 界 数列 的 矛盾 . 司 明 完 举 . 

现在 我 们 发明 定理 4。 定理 4 是 巴 拿 共 和 斯 坦 好 斯 发 明 的 ”. 

独 准 4.(9) 在 单位 球面 | 91 = 1 上 的 有 界 性 ,我 们 可 以 模仿 
引 理 ( 奥 斯 古 德 的 定理 ) 的 长 明 来 说 清楚 。 事 实 上 , 将 4 看 成 fx， 
将 z 看 成 9 上 Lx(e), 将 区 闻 (%, 2) 看 成 球 , 双 将 (ar, Br) 看 成 以 gnp 


篇 中 心 ，pk, ok 去 二 ， 篇 咎 径 的 球 So 但 Ss 合 有 Sk 设 当 g€ Sp 
时 , An19 全 下 《一 1 2，…)》, 划 
9 — gus < (> %). 
由 黎 斯 和 菲 芋 的 定理 ,{go} 强 伊 认 一 画 数 go 由 从 
go I Sr, 


所 以 | 4wgo| 之 一 co, 通 是 与 假设 不 相 容 的 ， 因 此 ， 存 在 一 个 
球 S, 膏 是 9* 篇 中 心 , p 篇 咎 径 的 球 , S 中 任何 元 素 
g*+pg (9 委 1) 
踪 合 蕉 14。(%* 十 og) 之 C1 01 是 一 常数 ， 由 是 ,党 19 中 = 1 了 时， 
1An(g)| [Ao 二 pg)| 十 |4e(0)/o< 


rAd 
p 2 p 


* 8S, Banach 和 H. Steinhaus (1927). 
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性 明 完 畦 . 

我 们 稀 Lx(e) 中 的 化 列 {s} , 当 它 的 模 狂 惠 证) 篇 有 界 上 时， 
篇 一 有 界 钵 列 ， 在 LX(e) 中 ， 成 立 相当 准 无 耶 斯 腕 拉 斯 和 波 耳 查 
庄 的 定理 . 

定理 5 假如 {js1 是 空间 [3(e) 中 之 一 有 界外 列 ， 那 末 其 中 


证 明 我 们 首先 洽 明 L2(e) 是 一 可 析 的 空间 . 这 就 是 要 广 : 
Z2(e) 中 有 {9 ,对 巷 天 (Ce) 的 任 一 元 素 廊 可 用 !9 中 中 的 元 素来 巡 
近 . 迫近 的 意义 是 :对 扒 s 盖 0, 有 gn 适合 雁 

jf — gr 二:. 
我 们 限 於 e = ( 一 co, ceo) 时 来 建立 22(e) 的 可 析 性 ,所 得 粘 果 ,可 
以 立刻 推广 到 更 一 般 的 2(e) 上 去 ， 我 们 又 不 妨 假 设 XAe) 中 的 
元 素 都 是 实 画 数 , 否 其 的 新 , 从 儿 方 一 9jn|| 二 。(I=1, 2) 就 得 到 
lI + if2) 一 (gm 十 igm)|| < 2e. 

在 此 时 的 肪 上 明 中 ,我 们 又 不 妨 假设 e 是 一 个 有 限 苔 癌 [a, 5] .其 实 ， 
在 一 般 的 情况 , 狼 於 ,我们 可 以 作 如 下 的 画 数列 Jn, 4=1, 2,…: 
f(z)=f7x), nv; 

f(z)=0, |x|>%. 
那 未 从 FLz) 一 万 (zZ) 一 0 和 (f 一 fx 站》 声 户 ,利用 积分 狂 列 的 收 合 
定理 ,得 着 目 f 一 fn 是 一 0. 
现在 妖 明 实 元 素 闪 章 LX(0,5) 的 可 析 性 。 潮 认 了 & LA(a, 5)， 
辽 有 如 下 的 阶 檬 画 数列 pz: 
Par(2) FTE), 192n(2) 过 CC. 
那 末 || oz(2) 一 KZ) ->0. 设 19n(7%)} 是 如 下 的 附 梯 五 数 的 全 体 
任 一 9n(*) 的 不 连续 点 都 是 有 理 点 ，g*(z)》 的 值 都 是 有 理 数 。 任 
何 YBHz) 都 可 用 gn(%) 来 迫近 ; 因此 ,fF 可 用 9n(XY) 来 迫近 ， 所 以 
是 可 析 的 . 
利用 Z2(e) 的 可 析 性 ,我 们 就 能 媳 朋 有 界 戏 列 {| 户 } 必 合 有 弱 仇 
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的 子 狂 列 ， 设 1gn} 在 Lx(e) 中 是 称 密 的 ,从 由 i 二 C 得 
1(g, fn)| 志 Clioll. 
更 在 话 用 无 那 斯 腕 拉 斯 和 波 耳 查 诺 的 定理 ,从 (1n)1 才 Cllgj， 
得 收 敏 数 列 (91, fa) ( = 1,2,…)， 双 和 从 
1(92， fa',)| SC | go， 
得 收 敏 数列 (go, 14 5) (2 = 1,2,…), 但 {mv} C 1n,}， 得 榜 , 利 
用 半角 厂 的 方法 ,获得 如 下 的 子 列 f,,, 户 ,, … :极限 
lim( g», fy) (n= 1,2,.) 
”都 存在 .我 们 考 唐 泛 丙 数 的 化 列 
Ax(g) = (g, fr), 9 ELA(e), k= 1.2... 
Ar 的 模 Ma 之 C. 简写 {19} 的 任 丽 数 篇 4 那 末 当 g 《Le) 时 ， 
iAn9 — Amg| 夺 [Ang 一 4 十 14 一 4 十 
十 14 一 4og|l 委 2C19 一 叫 二 14 一 4o|. 
对 伶 。 之 0, 取 适当 的 4, 可 使 2c lg 一 虽 小 起 二 .固定 着 1， 


存在 NN, 当 nn 和 m 都 大 伶 和 时 , | Amg 一 Ang| 小 於 亏 ， 由 是 


14.0 一 4ng|1<e 人 > 人 N m>N. 
所 以 lim Ang 存在 . 把 它 写成 im 4。0 = hg 的 话 ，40 是 一 线性 
证 画 数 . 设 了 是 49 的 母 画 数 , 则 1 加 强人 数 於 了 7， 登 明 完 。 
空间 (ee) 中 的 站 交 画 数 科 设 9x(7X%) 《i(e),%=1,2,…. 
假如 
(Pm gr) 一 0 (mR), (prs pn) = Hor = 1 
(n,m 一 1 2, 3,，…) 
那 末 在 e 上 {9n(2)) 成 一 就 能 的 直 交 画 数 条 . “就 秀之 意 , 就 是 
9x = 1 当 (9, yy) = 0 时 , 称 9 和 由 在 Ee 上 互相 替 交 ， 
设 0, ca … 都 是 常数 ; 函数 列 po oo … 在 忆 2(e) 上 成 一 就 范 
的 址 交 系 . 半 於 72e) 中 的 广 要 求 
J(C1 …， CN) = [|f 一 (C9; 十 十 人 x9v)|| 
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的 最 小 值 ， 由 认 J(6u cx) 的 平方 等 走 


(1 一 二 Co， 了 一 人 cp,) = 


N ~N 
= (f,f) + > cz 一 之 [6,(f, 9,) + csp, f)] = 


= fl 一 PES + Foe, 一 co 
所 以 当 6, = (六 9,) 时 ， 1 一 cg 一 … 一 cxweox | 了 到 最 小 值 , 碍 且 


N 
| 一 B99, = pr. 
1 1 
由 是 得 到 擂 色 耳 (Bessel) 的 不 等 式 
N 
>3 | (fs 2,) 1 < fF. 


LR(e) 的 一 个 子 集 全 具有 下 述 性 搓 时 , 称 它 本 12(e) 中 具有 完 

人 备 性 : 当 了 上 Ze) 了 时 ,对 锥 任 一 正 数 se 生 中 有 2, …，, pw 能 使 
| 一 col 一 … 一 cw9pn || < 

Ze) 中 任何 有 限 个 画 数 2 …， 2w 必 不 能 有 完 储 性: 假如 内 
,pn 具有 完 人 生性 , 那 末 1,x, x?,…, 2 都 可 写成 CO 十 … 十 Cvew 
的 形式 ,事实 上 ,从 

lim jf — (cP?9i + + chpw) li = 0, 

得 三 = cp 十 … 十 Jnr, 但 Cc 外 一 0,(Y = 1,…, YY)， 过 样 一 
来 ,就 会 有 常数 7o,…, rw 适合 从 

Tromse+ 二 + TyrtV 三 0 (| 站 | 十 … 二 7rvw| 0)， 
显然 不 会 有 但 种 事 的 ， 

定理 6。 可 析 宰 县 LXe) 中 存在 着 -- 列 共有 完备 性 的 就 钻 站 
交 醒 数 系 ， 

证 明 由於 襟 问 L3(e) 是 可 析 的 ,所 以 在 此 空间 中 , 必 有 稠 害 
的 函数 列 户 , fz, ja …; 其 中 任何 有 限 个 六 不 是 线性 相 倚 的 。 由 是 
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{fn} 是 -- 具 有 完备 性 而 不 “相伴 ”的 画 数 列 ， 从 {fi 我 们 可 以 作成 
完备 的 就 扼 直 交 夯 数 条 {gos} .首先 取 
= fh 
A 
置 
Pn = Cmfi 十 … 十 canf fn = Tai 十 … 十 Tongpn， (1) 
出 | 
中 一 71 二 en” 


其 次 利用 记 , 作画 数 及 = 记 一 791, 取 常 数 7 使 妨 避 91 相 直 交 : 
(js 2) = ( 户 , 81) — 7 (Py 和) = 0. 
因此 ,必须 7 = (js, 91)， 由 於 广 和 户 不 相 倚 ,所 以 j 天 0， 时 


92 = h, 
2™™ is 
hs || ” 


旭 2 是 六 和 户 的 线性 粘 合 , 户 是 2: 和 9 的 较 性 车 合 。 
假如 (1) 和 当即 = 1 2, …, 天 一 工时 成 详 , 素 且 9 pv ,Pp-1 袜 
是 人 条件 | 8, 上 = 工 而 互相 直 交 , 那 末 我 们 作画 数 
he = fr 一 Mp1 一 021 一 … 一 App-l 
使 得 p1,…, gr-! 相 直 交 ,就 得 到 
4, = (fe, Pp,), 7 一 1 2 天 一 工 
由 於 fx 奥 所,…, fx-i 是 粮 性 不 相 倚 的 ,所 以 hx 了 关 0. 年 


hy 
Pk = 
| Re 


则 2 92,…, Pw 相互 直 交 ,站 且 12|| = 1(v = 一 1 pw)。 因 此 
(1) 当 % = 天 时 也 成 立 .， 利用 数学 主 纳 法 ,(1) 对 故 一 切取 都 成 并 
届 f《 Z 对 礁 e>>0, 有 方 , fo, … 的 米 性 秸 合 咏 访 十 十 反思 
适合 
If — kf knfy | < <. 
因此 ,有 2 … Pw 的 线性 结合 C191 十 … 十 cxwxv 适合 
||f 一 ca 一 … 一 cov|| =e 
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所 以 {gn 是 一 只 有 完全 性 的 直 交 系 航 . 定理 履 旺 . 

和 焰 烙 起 来 ,在 志 (e) 中 有 限 个 函数 不 能 成 篇 完备 系统 , 而 存在 
着 完 介 的 函数 烈 ， 因 此 必 有 具有 完全 性 的 就 和 直 交 画 数列 ， 然则 
有 不 可 列 的 完 央 的 就 印 前 奖 条 浪 有 ? 基本 而 数 系 杭 是 不 存在 的 . 
事实 上 ,说 卫 是 天 (e) 中 就 箔 直 交 画 数 之 一 集 , 当 其 势 大 蕉 时 ， 
瑟 不 可 能 具有 完 生 性 ， 假如 五 具有 完全 性 , 屠 末 对 於 fn 台中 有 
如 于 的 出 数列 Pm, Pr2s 人 rp 

fn 一 cam 一 Cnopnz 一 … 一 Cr 人 nan | 过 


< k= 1,2,.), 
从 {所 } 在 IL2(e) 的 稠密 性 , 知道 gw (om = 1,2,…) 在 12(e) 中 


也 是 到 不 稠密 的 . 但 台中 除 8 等 丽 数 而 外 ,还 有 许多 医 数 . 疏 
p(X) 是 其 中 的 一 个 , 划 洲 


lim | (2) 一 p> (p, pny) pus(2) | = 0， 


过 是 不 可 能 的 , 因 篱 (p, 9。) = 0 而 上 9(z) 上 | = 1 的 称 故 。 
现在 建立 派 色 伐 耳 的 公式 ， 
定理 7 玉 (pnj 旺 (0) 二 全 全 的 你 丙 数 条 ， 册 


ee 


f(z) = | (六 en) | 
证 明 ”从 勃 色 耳 的 不 等 式 ,我 们 得 到 
1A) > 1 pF. 


因此 Da pop)9, | 党 之 加 二 oo 时 , 收 做 内 0, 由 黎 其 


和 菲 莆 的 定理 , 级 数 2(f, 9,)9, 强 饿 秦 2e) 中 一 个 丽 数 9(7)， 
强 狂 含有 弱 敛 ,所 以 
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(9g.2xz) = lim (30 Ps) Pu, PE (J Pa). 
T3000 1 


因此 (g 一 了 94) = 0 (k= 1,2,…). 但 是 {9x1 具有 称 骞 性 , 必 
然 地 


因此 |/ 一 9g = 0，f = 9g。 由 是 从 
lim | Kz) 一 Dr Vs)9v(z) | = 


得 到 f 的 派 色 伐 耳 的 公式 ， 苯 阴 完 举 ， 
此 定理 之 逆 , 也 成 定理 .就 是 说 ; 设 有 LL*(e) 中 之 一 就 秀 直 交 
系 12} .假如 对 雁 Le) 中 的 任 一 画 数 ,等 式 


WP= Dl 
成 立 , 屠 末 {ps) 是 完备 的 ,过 是 因 舌 此 等 式 可 以 写成 
im | — Bf, pp, 


之 故 . 例如 在 空间 Z2(0, 1) 中 ,岁数 列 exp (2xinx), n= 0, 土 1， 
,… 是 一 完备 的 正规 站 交 醒 数 秒 ， 事实 上 , 沉 FE<Z2(0.1) 时 ， 


1 
一 一 24 信 机 用 
cn 人 (tye-aimnt At 


C_nein™® 十 Cne-imrz 一 2 ff) COs 2n.x(t — x)adt, 
从 富 理 去 航 数 的 派 色 伐 耳 公 式 , 转 得 


If = let. 
所 以 画 数 系 辣 exp(2ri20)(2 = 0 士 ,…) 在 Z(01) 中 具有 完 人 得 
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性 . 
向 百 是 P2(e) 中 具有 下 述 雨 个 性 摘 的 子 集 : 
(中 有 限 大 元 素 的 续 丝 灶 合 必 属 民 一 禄 性 到 集 
(二 ) 召 中 的 画 数 列强 合 於 了 了 时, 属於 妃 - 一 关内 强化 具有 封 
于 性 . 
称 过 种 五 坟 Z2(e) 之 一 子 空间 ,就 是 悦 , 关 从 强人 铭 具 有 封闭 性 


* 0 oe 0 0 0 * 


人 


空间 。 因 定 %, 2(e) 中 个 定 元 素 六 …, fi 的 矿 性 聚集 成 一 个 
子 空间 。 要 苯 明 此 事实 , 不 妨 假 设 及 ,…, fr 是 一 就 范 的 直 交 丽 数 


lim||f 一 太一 一 以 =0 
yo 


时 ,C2 地 (ff)(E = 1 R), fF = SF, fi) fr. 
空间 天 (8) 狸 雁 它 的 任 一 于 空间 成 并 着 下 述 分 解 定理 . 
定理 8 欢 忆 是 信 (e) 的 一 个 村 空间 ， 则 He) 中 全 一 元 素 


ee 
ee 


9 


恰 明 首先 建立 分 解 的 唯一 性 设 h=f 了 +gh= 了 +y9, 
f 和 了 属於 旦 而 9 和 9g' 站 交 认 8, 则 g 一 9 = 六 一 上 五 .因此 
广 一 1 (= 9 一 gy ) 直 交 雁 总 中 的 任 一 元 素 , 它 也 站 交 於 自身 : 

(Ff =| -f= 0. 

所 以 六 = 放 从 而 9 = 9 

要 必 分 解 的 可 能 ,我 个 从 如 取出 在 BB 中 具有 完备 性 的 正规 
直 交 等 149n} (可 能 只 含有 有 限 个 函数 )。 设 风 《Z2e)， 画 数列 
人 (1.2,)9。 强 全 於 媚 中 之 一 画 数 六 置 9 = 及 一 轧 上 则 9 相交 
於 五 ， 事实 上 , 当 2《. 王 时， 


lim | 2 2 (9, 9.)9, | 一 
有 一 1 
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N 
= 人 40, 2)9g 基因 
1 


(9g, 9) = (9, Bn) + (9, 9 — Br) = (9, 9 — Dr) 

的 绝对 和 值 等 从 或 小 其 gi: 一 9 于 -> 0， 所 以 (g, 9) = 一 0。 
证 明 完 时 

设 2(e) 中 之 一 集 吾 在 LX(e) 中 花 不 称 密 (如 可 能 是 一 炎 性 诊 
集 ， 鞭 至 成 一 个 子 空 章 )， 则 位 交 於 吾 的 一 切 元 素 不 一 个 子 空 间 
S( 互 ). S( 轧 ) 直 交 於 吾 , 至 也 站 交 走 5S(B). 我 们 网 如 天 拓 成 一 
(最 小 的 ) 了 于 空间 ( 瑟 )， 就 是 六 将 如 中 有 限 个 元 素 的 绞 性 车 合 添 入 
於 恕 , 泪 且 使 它 具 有 封闭 性 ,从 定理 8 得 到 

定理 9， 设 恕 CLXe), 和 从 殖 作 成 子 空间 S( 瑟 ) 和 ( 吾 ) 则 


LA(e) 中 任 一 元 素 六 可 以 唯一 地 分 解 篇 f 二 0 十 玫 使 96 ( 盏 )， 
he SsS(E). 
从 分 解 定理 ,我 们 容易 壮 出 定理 5。 设 | 闷 | 之 C, 旭 利用 对 
角 灯 法 ,存在 着 子 陋 数 列 {。| 使 极限 
lim( fm, fu) 


对 雁 任 一 fm 都 存在 ,由 是 可 以 语 明 极限 lim(f, fn) 关於 32(e) 中 
任何 f 都 存在 ,事实 上 ， 滋 礁 一 切 户 所 成 之 集 五 , 作 互 相 直 交 的 
子 空间 (如 ) 和 S( 五 ) 那 末 和 从 分 解 
f=g+h, gt (EE), ht stb), 
得 到 (ff, fnp) = (0 fy) 十 (44 fn) = (9, fni)， 由 是 
lim(f, fu) = lim(g, fri). 


所 以 { 户 直 是 一 弱 收 敏 的 画 数 烈 。 
从 分 解 定理 ,我 们 还 能 够 建立 粮 性 认 画 数 的 延 拓 定 到 . 
定理 10.， 设 号 Cc Le), 4 是 在 五 上 所 定义 的 一 个 态 性 泛 


有 假如 涤 众 如 中 任意 的 有 限 个 画 数 广 , … , jn 的 粮 性 业 合 


oo + +o » 


cn 十 … 十 Cnfn 存 住 着 常数 计 通 合 於 
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NX | .| 名 
Da) | <ul Der, 
I 1 1 


证 明 ”首先 定义 互 中 的 态 性 车 合 上 的 和 4: 
4(c 太 十 … 十 co 思 ) = 2) c,Af,. 
1 


当 | 一 了 一 0 时 , 定 闵 A(7) 篇 lim A(fn) ( 强 仇 含有 戏 竹 ) 
最 后 ,利用 分 解 定理 , 当 了 = 9 十 儿 96 (EB), hE S( 加 ) 时 , 定 闵 
A(f) = A(g)+ A(h) = A(g)., 
2. 机 数 族 上 L*(e),p 之 1. 设 点 集 e 上 的 可 测 画 数 f， 它 的 
|fl*¢ L(e), 过 种 玉成 一 钞 数 族 L?(e), 我 们 以 


A 
篇 f 的 模 , 由 敏 高 夫 斯 基 的 不 等 式 ,成 立 着 三 串 不 等 式 
lf gl < RI + lr gll, 
但 fg, 1 都 属於 LP(e). 当 PD = oo 了 时, 1"(e) 中 丽 数 的 模 目 是 
|f(x)| 的 “实质 "上 界 : 除开 一 个 零 集 , 不 等 式 17(2)| 过 上 1(#)| 
成 立 . 记 f 在 5? 中 的 模 篇 上 flis 则 易 知 
lm | 让 ll = fH。 1KKz)| 的 实质 上 界 . 
设 户 和 了 和 都 属 图 22(e) 则 当 | 户 一 了 | -> 0 时 ,我 们 称 {J+1 


foi. 
党 之 1 时 * 跟 p = 2 时 同样 ,我 们 能 议 'f; 一 六 的 询 要 人 条 
件 篇 fw 一 所 上 -> 0 (n>m > oo)” 的 定理 。 当 9= oo 时 ,过 个 定 
理 , 相 党 让 柯 西 的 飞 伍 刊 定 法 ;因此 ,我 们 简称 比 定理 (1 过 p<co) 


* 党 0 <p<1 时 ,在 人 年间 LP(e) 中 不 存在 线性 泛 醒 孜 (除非 全 等 大 0), 参见 
Day, Bull, Amer. Math. Soce。46 (1940). 
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篇 柯 西 草 别 法 .下 


* ss ee ee ， 


1 


一 - 十 本 


1 
p og 
旭 称 L"(e) 篇 Zr(e) 的 共 四 空间 设 {fn} c L?. 旭 当 
(jn, 9) = 人 jz)g(z)dz- (fg) 
对 多 Le) 中 任 一 画 数 9 成 立时 , 称 {fs} 且 从 指数 Dp 弱 铭 让 户 本 
它 篇 
fn -一 > f(%). 

定理 1， 惟 1 所 2<co 两 数 F(z)(s 委 2 拉 D) 成 篇 LP2(0Db) 

中 某 一 栈 数 灰 z) 的 积分 函数 之 充 要 人 条件 是 溉 5 分 点 


和， Co) 一 F(we) |? = F(Xos, rm;p) 
i (Wk 一 Wk_1)?-! 


证 明 车 下 (2) = 三 /Dat f(z) 《 Lr(a, 5b), 则 利用 猪 耳 窒 
的 不 等 式 
Fxp) — Flrr 一 | /1 .fwd 
[F(x xa) | fe 


也 


< 


<(f a) (fw) < 


rr pen) fr) lrdz. 
ke pe /| 


因此 
b 
Flaws wm; p) < f° Nf(r) Pax. (1) 
其 次 ,我 们 和 从 Fo 20D) 的 有 界 性 注册 六) 是 一 绝对 达 
续 画 数 ， 哉 (or Bi) 是 [&, 0] 中 不 相 重 卡 的 秦 向 区 隅 , 则 沉 FR(wo， 
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… mp) < B? 晤 ,由 赫 耳 实 不 等 式 


1 . 
， -TIP(CB ~ FabPl  . 
5 | F( Br) -Fan |< [2 et » x 


x [(Be ar)] 7 SBIEBe— wn)] 7 
由 是 可 知 F(z) 是 一 想 轨 连续 画 数 , 了 (2) 是 户 (z) 的 积分 西数 ， 
最 征 赴 明 PP(zo …, on3 9) 的 上 界 等 扒 | /zj)iz 的 积分 ， 醒 数 
玉 (z) 是 阶梯 画 数 列 } 记 (2)} 的 极限 画 数 : 例如 ,将 [a, b] 等 分 篇 2 
个 区 则 ,在 其 中 一 个 区 间 (w 8) 上, f(x) 等 从 常数 


RB)— F(a) 
B—a 
的 话 , fa(*) 概 但 於 *(z). 假如 4 = + 0, b=0, 1,.., 
“ 2", 出示 
五 (wo **, Tn; D) = 人 | PCZz) |2dz， 
由 法 都 的 引进 ， 
b b 
了 人 f(z) par < limf | Fa(z) jzdz (2) 
(lp co) 


不 等 式 (1) 和 (2) 完 成 着 定理 的 胶 明 。 
我 们 要 求 出 空间 L?(e) 中 多 性 泛 丽 数 的 一 般 形 式 。 
定理 2. 设 1 人 p< co, 是 一 缕 性 可 测 贴 焦 , 4f 是 定义 在 


Le(e) 上 的 一 个 炉 性 斌 责 数 , 则 必 有 击 数 9(z)s Ze) 9= -21 


篇 47 的 母 画 数 ,使 47 表 连 篇 

Af=(po eo). 
此 时 4 的 模 Ma 一 中 41 一 | 人 | g(x) lady ] :党 = 1 里 ， 
41 是 19(z)| 的 实质 上 界 ， 


0 办 


著 明 “我们 不 妨 候 设 。 是 一 攻 间 (6， 0 (fs 优 限 )， 事 里 
二 管 %c (6 5) 用 ,在 I7(a,5) 中 我 们 可 以 省 生 如 下 的 六 性 泛 而 
贱 4a(7)， 它 只 有 加 让 性 ， 台 曾 性 和 有 界 性 外 , 于 是 其 值 光 是 著 
f(x) 在 。 上 的 丽 数 而 定 : 设 9 是 4( 力 的 母 画 数 ， 
4p) = /fw)g wd. 

当 f(x) 在 e. 上 等 人 的 0 了 时, 4(f). 等 於 0; 因此 在 [4, bj] 一 e。e 上 ， 
g(x2)= 0, 

设 4 之 # 之 5, 作 [4, 6] 上 的 特 徽 丽 数 Je(*)， 苞 

G(E) = 4(9gs(z))， 
入 1 < < oo 时 ,我 们 能 芒 G (mo … om; -了 开 ) 天 从 分 点 zo 


…, zm 是 有 界 ， 事实 上 ,假如 
p(z) = | 1 CC2zz) — G(xe-)| FF -i sgn( G(xn) — Gn)) 
Wk 一 Wp 


(Xu 1H k= 1,2,...,), 


那 末 
k=1 
一 站 GO — G(R )| Be 
[ 人 | ee — G(zeoD 
一 。。 . pb 
= G (so, zu om; i) 
另 一 方面 ， 


1 
A(g) < Ma lol = Ma| f 1p(zylzdz PP = 


= Ma | >19(z 一 Ger 让， (e =- 2 ). 


k=1 (WE 一 Wk)! 


Lp 
由 是 得 到 G (zo …, zm; 22) 三 Ma ”，. 从 定 理 1 G(z) 是 


第 十 章 线性 省 画 数 411 


L7G, 5) 中 某国 数 0(2) 的 积分 醒 数 ,路 
lg Ir dz < Ma wi (1) 
另 一 方面 ,从 G(z) 的 定 闵 , 当 f(2) 是 一 阶梯 丽 数 时 ,得 到 
A(f) = a Hx)G'(z) ar = (f,9). 
但 是 阶梯 丽 数 在 L?(a, 5) 中 是 到 万 稠密 的 ,所 以 .上 式 党 EL?(,5) 
时 成 立 ， 利 用 严 耳 宝 不 等 式 
14(f)|1 = fafas| 之 


<[ f° nw pesT [one 下 


Ma<| /lor) baz | (2) 

从 (1) 和 (2), 知 (2) 中 等 号 成 立 . 

最 后 ,我们 站 要 研究 p = 1 的 情况 . 设 和 4 是 (a,5) 中 的 
雨点 ,出 : 

1C(6) 一 GD) = |A(gs — 95)| < 
SMaf 1gs(z) -ge(z)1az = Mals — "|. 
所 以 G(z) 是 某 一 画 数 9(z) 的 积分 画 数 , 泪 旧 |g(z)| 之 M4. 与 
上 面 同样 ,我 们 得 到 
A(f) = 人 Hz)g(z)az = (f,g). 
识 玉 是 jg(z)| 的 实质 上 界 , 则 
1ADI SKS li) ar. 
因此 M4 -= 成 定理 菩 蛙 。 
“最 后 ,我 迁 要 凤 於 弱 禾 的 画 数 列 , 深 加 休 件 便 它 具有 强 合 性 ， 
定理 3.* 设 1<po0, fn(r) ELr(e), nh = 1, 2,., 赤 於 


过 F. Riesz, Mathematisehe Annalen, $9. 


得 到 
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指数 7, 假如 户 (z) 对 仇 论 帮 z) 六 上 且 | 产儿 收敛 城 由 ， 则 必 
fu(z) 强 伍 於 f(z). 

证 明 当 2 盖 2 时 ,我 们 考 感 实数 y 的 式 于 
[i+yP lpy 

A 

此 式 子 不 取 负 值 ;事实 上 , |y|?p(?y) 当 2 = 0 时 其 值 篇 0, 而 

[jy jpp(32)] yo = 0, [YI2p() ”一 00 一 TI 十 3 一 
所 以 营 y 盖 0 村 9(y) 盖 0。 但 是 当 2<0 时 [yl202)] <0， 
所 以 p(y) 也 是 正 的 由 大 

lim Pp(Y)= 十 oo， lim 2(2) = 1, 


2(2) = 


所 以 PY) 的 下 界 是 一 正 数 二 。 由 是 得 到 不 等 式 
cll+yPom1l— py) 守 |1y|?. 
县 = 站，g 一 了 fo， 从 上 式 得 到 


If»— fl? clr? — |f1?) — cn(fs — f)g. 
由 假设 ， 
让 mpar 一 ar f frg dr— /fg ds, 
所 以 从 上 式 得 到 
/lh fd >0. (1) 
即 疡 二 全 六 
党 1 性 D 玫 2 时 ,我 们 考虑 如 下 的 画 数 
J(Y) = + 二 2 |y| 1; 
Jy) = p(y), |y| 之 1 
那 末 从 4(Y) > 0 天 0),4(0) = 嫩 2 二 ，y(co) = 1, 知道 


WD) 之 二 之 0. 
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置 y = 六 (Z)/f(7) 一 1,1y| 之 1 的 x 的 至 盯 般 en. 通过 上 面 的 
方法 ,得 到 
+ 0 (2) 


双 和 从 (2) 和 和 |Z) 一 (2) | 之 | 了 (zx)1(z《 en) 得 到 
/miPa<f_ lelf fldr< 


< /fa ff, flf ihar 0. (3) 


从 (2) 和 (3), 得 到 (1)， 定 理 属 学 ， 
定理 4*， 若 {fw} 以 指数 2 弱 合 页 户 草 必 有 如 下 的 子 列 { 六 中: 
fn + tf 2 
天 
证 明 ”党 荡 明 上 时， 我 们 可 以 假 珊 了 = 0 而 玩 出 如 下 的 添 数列 
zi 1 = 和 < 恩 < 由於 ( 放 思 ) 一 0, 所 以 存在 着 最 小 的 整 
数 7 适合 


| (fi, fr) | Sl 
双 由 於 (fn,， jn) — 0， (fn,, fn)—0, 人 (fn fn)—> 0, 所 以 有 如 
下 的 Wk: 
(rf ) i i 1, 2 
数列 镍 疡 忆 是 有 界 的 , 由 产 由 委 吾 的 疾 , 和 从 蔷 姑 站 不 等 式 得 到 
fn 十 … 十 fre) 
1 k 


k 大 
>3 1 7 | 十 2 > 十 … 十 fu) 


让 i 由 
* 此 定理 可 以 拓 广 篇 “f， ,>f 全 一 -一 一 -一 二 六 f”. 见 巴 拿 炎 和沙 克 


思 (Banach-Saks) 在 “< 数 学研 深 ? Cstudia Math.) 第 二 和 佑 (1930) 中 的 访 文 . 


入 . 
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人 


一 】 
< 


天 2 
条 空间 L? 中 的 四 性 集 如 对 从 区 伍 具 有 封闭 ， 隆 蛙 ， 名伶 强 全 
也 县 有 封 隐 性 ， 
锌 明 当 方 和 万 属 於 E 时 ,入 十 (一人) 也 恬 於 E (0 之 4 过 1), 
基 就 是 说 召 是 一 是 性 集 . 现在 要 腾 : 假如 对 从 中 任 一 元 素 fo 
中 必 有 {所 | 使 太一 > 户 则 恕 中 必 有 {9m} 通 合 9 一 六 六 我 们 取 定 
理 中 的 f fr,, …, 置 
mm 十 十 fx 
gr = fn - fn 
旭 gr《 也 %r 一 六 /性 明 完 蛙 . 
3. 连续 画 数 族 上 的 线性 泛 画 数 设 C(o, 5) 是 区 间 [0, 8] 上 
的 连 勒 画 数 沁 z ) 的 全 体 ,就 是 [c,0 上 的 连续 画 数 族 .对 於 C(4,b) 
的 任 一 元 素 fx), 有 一 个 如 下 的 实数 4(7): 
(一 ) A(f) 具 有 加 减 性 : 即 当 (zx) 和 疡 z) 都 属於 CCawD) 
时 ， 
ACF 十 万) 一 A(f) 十 A(f,). 
(二 ) 整 讲 性 :车 c 是 一 常数 , 划 当 je Clta, 5) 时 ， 
A(cf) = cA(f). 
(三 ) 有 界 性 : 有 常数 M 适合 | 4(1) | 守 M max |f(x)|. 
[f= max | f(x)|, 
号 它 做 f 的 模 ， 称 条件 (三 ) 中 性 的 下 界 篇 4(7) 的 模 , 记 它 做 上 4， 
由 是 ~ 
14( 六 1 委 咱 4 Ai 


省 p> 时 ,( /1f Pde)” 一 1 二， 因此 画 数 族 CCa pb) 
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是 LC 0. 我 们 已 三 芒 明志 ,Le(o, 0 中 的 村 性 让 画 数 4(7) 是 
以 (ab)(4 = 本 并 ) 中 某 一 画 数 9 篇 母 丽 数 的 秋分 [f,9). 但 


是 在 画 数 族 C(o, 2 ) 中 来 求 4(f), 其 解 不 复 篇 (f,9) 的 形式 , 例如 
E 是 (0 0) 中 的 一 点 , 4(f) = f(§) 的 话 , 它 只 能 高 成 斯 帝 捷 积 分 
5 0 (x<é) 
了 人 fz) aa(z),a(z) 一 人 (2 >&) 
的 形式 . 事实 上 ,我 们 有 下 . 黎 斯 的 定理 : 
定理 1， 若 “<(2Z) 在 区 间 [fo, 8] 中 是 有 界 磷 差 ， 则 当 作 X) & 
<C(c, 0) 时 ,积分 


ee 
7 


se 了 是 ls) 的 对 好 尖 , 则 因 


1 《5 Janz)| < V max |f(x)|, 


其 分 /jaa 具有 有 异性 . 题 然 邮 ，/ fde 具有 整 次 性 和 加 汪 性 , 它 
是 一 个 C(a, 5) 上 的 粮 性 泛 丽 数 . 
现在 征明 C(a, 5) 上 的 米 性 江面 数 是 一 猴 曼 斯 帝 捷 积分 。 讼 

(2%), 记 (%), … 是 一 均匀 有 界 的 增加 的 连 炽 画 数列 , 它 的 极限 画 
数 f(x) 是 有 界 . 我 们 能 恬 极 限 lim 4(f) 一 定 存在 ， 事实 .上 正 项 
航 数 

[PCz) 一 户 (z)] 十 [fa( 2) — f(z)] + … 
收敛 礁 1(z) 一 有 (xX). 另 一 方面 , 寅 | AP 一 4 六 -| = en( 4 一 
一 f_1), en 二 土 1, 从 62 (Afs 一 Af) 十 … 十 en (4 六 一 4 < 委 
之 Ma || ez ( 户 一 方 ) 十 … 士 en( 广 一 万 _1) | 委 [| fn 一 访 | 二 
过 ||f 一 户 || ,知道 

Afi + (Afs — 4) 十 (4 户 一 AP) + 
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是 一 经 对 收 徽 的 级 数 ,所 以 lim 4(j,) 是 一 有 限 数 ， 此 极限 秆 可 记 
篇 4(/ 六 事实 .上 , 当 另 一 过 样 的 丽 数列 ga(z) 收 菊 於 同一 而 数 态 z) 
时 ,我 们 能 


lim A(f,) = lim A(g,). 
a 各 一 oo 


我 们 不 妨 假 届 17} 和 19g*} 都 是 常 增 的 丽 数 列 , 三 则 的 话 ,我 们 可 以 


考 砷 1 六 一 二 | ,gn — | . 肆 於 一 定 的 fm 必 有 gn 适合 fm<gn 


这 是 因 属 了 和 集 (jfm( 7) 之 gn(%) ) 都 不 是 襟 的 , 甘 且 
(fm(T) 07) I (fn(%) 2 94)) I 


所 以 [| (fm(2) 汪 gn(2)) 至 少 含有 一 点 ,但 是 f(§) 之 lim gn(€) 


与 fm(§) 之 了 (&) 相 第 突 的 。 因 此 存在 着 如 下 的 {1%,): 
fm < Gms < fm mH Ne, 
由 是 可 知 lim A( 所 ) = lim 4(9g。)， 过 样 一 来 ， 当 有 界 画 数 f(x) 
是 增加 的 连 蒜 画 数列 {f。} 的 极限 时 , 4(f) 具有 一 定 的 数值 ,就 是 
lim A(f). 假如 9%(z) 也 是 和 灰 z) 同 样 的 一 个 画 数 , 那 末 关 傈 
A(f +9) = A(f) + A(g) 


必须 成 立 ， 现 在 我 们 定义 4(f 一 9) 坊 4(f) 一 4(g). 过 个 定义 


的 合理 性 是 由 於 : 当 了 一 9 = 六 一 入 时 ,从 
fj 二 四 = 二 及 十 yg 
得 到 4( 力 十 4(9) 一 生 ( 访 ) 十 4(9) 因此 4( 力 一 4(09) 一 4( 访 ) 一 
一 4(9;)， 退 悦 延 展 出 应 的 记 画 数 题 然 地 具有 整 次 性 和 加 线性 ， 
现在 还 要 建立 它 的 有 界 性 。 吏 是 说 ,我 们 和 逮 要 恰 明 
14(f— 9)| Mapr = maxlfz) 一 0907) | 

但 x) 和 9(z) 分 中 是 增加 的 连 炉 函数 列 {( 加 ;和 (go 的 种 限 。 我 
个 作成 如 下 的 补助 画 数 列 ihn(%)}: 

党 |fn(X) 一 gn(X)| 达 上 2 时, 取 h(2) = fn(w); 

当 户 (z) 一 gn(7) 之 了 时 , 取 如 (2) = g,(7X) 十 Ai 
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链 jn(w) 一 2oa(Y) < ~ 上 ij， 取 la( 2 ) gf) 一 凡 。 


容易 明白 : jn(z) 是 一 吉米 画 数 ; 委 辣 一 co 上 时 ,nz) 收 化 於 疙 2) 。 
从 

| js(Z) — grn(2)| Sp, 
得 到 


4 — 9)| = |lim(Agr — Agn) Map, 
高明 区 测 c 过 2X 之 d 上 的 特 向 六 数 篇 ,a(xX). 假如 
fn(%) = fo,a(w), CH 
f(x) =0, Ze—L, sd; 
从 人 


f(x) = 一 次 而 数 (c 一 工区 2 和 cas sd+ 过 ) 
nN n 


那 未 增加 的 器 秆 丽 数 列 { 一 六 (2) 收 敏 苓 一 fo,a(2), 有 所以 一 切 有 其 
有 形式 
fa) (0 委 c<<4 委 0) 
的 郴 数 郡 在 线性 证 画 数 可 忆 延 展 的 能 较 中 .下 在 屋 明 : 画 数 
al2) = A(fo,s), a(Q)=0 
是 有 界 焰 差 , 它 的 至 多 莽 不 大 从 衣 4. 设 
a= Wht 0, 


FL) = Sfar (2) + 和 er[j rs(X) — fa,sr_ 2), 
2 


ex[a( wxr) 一 a(wE-1)] 之 0， | ex | 一 1， 
划 
S=2) | a(Xk) 一 a(Kp) | = A(F'(X)). 
画 数 忆 (X) 是 在 延展 的 范围 中 的 ,由 页 | 了 (zz) | 过 1, 所 以 S=AF 之 
Ma. 
对 从 C(a,5) 中 的 一 个 画 数 f(xX), 作 如 十 的 9(w); 
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PT) = FE ) or (re) 十 DFEr) [fo Y) 一 fa,rp (2)], 
2 
此 地 
Er EIk 一 (Wk Th), k= 1, 2， 本 
画 数 VCz) 在 六 中 ,其 值 是 疙 Er 2(Zp) 一 有 EC) = (5). 
由 是 


A(g) = f(t)a(x) + Df Er Ta( Te) — a( zi)] 


= As)[a(zpe) — a(wp1)]. 


设 ww 是 f(x) 在 74 中 的 振幅 , 划 得 
14(1) 一 4(e)| = |A(F— 9)| < M max wr. 
由 於 , 当 max(zx 一 zp) 玉 0 肝 ， 
limowx = 0, limA(p) = 三 FJ)dz(Z)， 
所 以 
A(f) = 人 Ha)da(z)， fale | = Ma. 
定理 司 蛙 . 
那 未 ,适合 定理 1 的 (>) 完 划 有 并 个 呢 ? 换 句 话 间 : 对 认 
C(a, 5) 中 的 任 一 人 (x), 使 等 式 
\ ffs)dar) -0 
成 立 的 有 界 稳 差 画 数 “(z) 的 一 般 形式 是 怎样 的 ? 下 进 定理 就 是 
回答 过 个 问题 . 
定理 2。 而 数 族 C(o, 0) 中 任 一 f(z) 对 於 有 界 乌 差 画 数 <(z) 


* s§ + oo so so 。 


se 
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f(z) = fut) (GE), 
f(x) =0 (¢ + 1 < b), 
CA 


f(z) = 一 次 丽 数 (<+<& + 二 )， 


A 


那 未 
0 = fs)dala) 一 广 Kz)aatz) 十 


E+ b 
n Ei 一 
+ 大 “Xe)ae(z) + )aa( yw) 


1 
= ot6) ao) to(f laa)l). 
因此 a(#)=a(a). 所 以 在 [a,b] 中 的 2) 的 任何 一 种 束 mw e(z) = 


二 a(Q). 妈 从 
A da(Z) = 0, 


知 a(5) = a(4) 一 一 利用 分 内 积分 法 .。 反 过 来 改 , 假如 wz) 在 它 
的 过 种 点 等 於 <(4) , 那 末 由 礁 <(2) 的 巡 粮 点 企 [4a, 5] 中 是 到 处 稠 
密 ; 所 以 取 分 点 x 篇 c(z) 的 连续 点 时 ,从 


DB f(r ore) — a(wpa)) = 0, 


得 /jz)aa(z) = 0. 定理 葵 办 . 
下 面 的 定理 ,指出 厂 性 泛 丽 数 的 定 攻 区 之 延展 条 件 . 
定理 3. 再 Cs， 了 的 一 个 子 族 ， 假如 万 上 有 有 壤 性 渗 酚 


es 


eo + +* » 


其 实 ， 站 们 能 脸 页 深 刘 的 定理 如 下 
定理 人 设 Cc C(o, 6). 假 加 有 个 直入 人 (下 一 定 是 辜 


ee 


0 a 
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给 明 “定理 3 显然 地 含 在 定理 4 之 中 ， 现 仁 荐 肯定 理 4， 所 
要 欧 明 的 是 条 件 的 充足 性 , 设 9 = cf 十 … 二 enfin, f,《 BB(v =1， 


… ,0)， 则 器 4(9) = crA(f,). 此 定义 是 合理 的 :事实 上 , 当 


ci 十 十 Cnfn 二 0 有 i 十 …: 十 Cnfn 
时 ,和 从 所 设 的 人 条件 ,得 到 
1 {6 Cc)Afi 十 … 十 (cn 一 cn)Afa| < L 0 | = 0, 
因此 Zcrhfx = 50;Afs. 由 是 添加 召 中 元 素 的 一 切线 此 烙 合 9 於 
五 , 多 得 .在 BB 上 的 4, 具有 加 沽 性 整 间 性 和 有 界 性 , 且 当 96 羽 ' 
上 畦 ,145|1 委 到 19 中. 
设 9 和 9 都 属 伶 ,fF 属於 C(01b) 而 不 属於 2'. 从 
A(g1) — A(g2) = A(gi — 93) MI 9 — gs 
Mg mfl+ MI gl, 
得 到 A(91) 一 半 | 9 一 | 志 4(go) 十 用 ||f 一 gl|. 因 当 9,95€B 
时 ,一 - 切 数 4(g1) 一 履 || gj 一 了 者 在任 一 数 4(9,) 十 收 上 7 一 gzj| 的 
左 方 。 此 两 集 之 各 ,至 少 存 储 着 一 数 , 我 们 任意 潍 取 革 样 的 一 个 数 
作 篇 A(f). 因此 , 当 05 五 时 ， 
A(g)— MIf— glAfE 4A)+ HI yl. 
易 g 篇 一 9， 则 得 一 4(9) 一 Mf+ gl 所 4f 过 一 A(g) 十 
十 Mf 二 9] 所 以 
14(f) + A(g)l<MIf+ gl. (1) 
对 於 fC(la, 5D) 和 096 五 "的 线性 结合 ,我 们 规定 A(cf 十 9g) = 
二 CA(f) 十 4(9)， 对 於 过 个 规定 ,可 以 台 人 发 
14(cf +g)|EMIcf+g9|l. 
当 = 0 时, 道 就 是 所 设 的 休 件 . 假如 c 了 产 0, 册 末 和 从 (1)， 
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A(t + D1 = | eAND + ed (4)|< 


= 对 | ef +gl. 


由 是 人 条件 12cx4(fr) | 之 开 和 Zcfir 有 对 於 EB” 中 的 一 奖 辕 合 世 成 
立 .五 是 了 与 五 中 的 9g 之 嫉 性 千 合 的 集 ， 正 且 , 症 样 在 ”上 所 
延庆 的 线性 迄 画 数 , 题 然 地 具有 加 茂 性 , 整 音 性 和 有 界 性 ， 兹 且 其 
模 不 大 於 以， 

我 们 逐一 地 探 取 1, x, 2?,…. 乱 1， 着 些 丽 数 的 一 次 灶 合 在 
C(4a, 0) 中 是 到 感 币 密 的 (由 蕉 无 耶 斯 腕 拉 斯 定理 )， 因 此 4 在 
C(axb) 的 遭 伴 的 子 集 上 定义 着 , 薄 且 具有 有 界 性 (其 模 扫 放 ). 浆 
过 极限 过 程 , 4 在 C(a,b) 上 完全 地 定义 。 定理 全 时 

(2) EC(a0), fo xt) EC(a,0), 记 fx)= 万 (7) 十 ifal 2) 
的 全体 篇 KK(0, 0) .五 CK(a,0),B' 是 五 中 有 限 个 画 数 的 米 性 灶 
合 ， 傈 晤 不 一 定 古 于 数 ， 的 


<MIcl|f+ | 


oo» 


人 


OA ca CoA | 
<ul| Scar | 


对 於 至 中 任何 记 ,…, fr 成立, 0,,…, cn 都 是 覆 数 . 

证 明 和 从 如 延展 到 ,其 情况 和 不 用 被 数 时 相同 。 在 EB 上 
4 具有 整 壮 性 ,所 以 等 式 

A(ig9) = iA(g) 

针 於 五 中 任何 画 数 9 成立， 设 4(9g) 是 4(9g) 的 实 部 ， 则 因 
| 衬 C4( 访 | 委 于 zcf 用 含有 | 3c4(P1 委 允 上 Zef, 和 由 定理 的 
- 惟 明 ,我 们 知道 4;: 可 以 延 拓 到 下 (a, b), 而 具有 加 沽 ,整齐 ， 有 界 三 
个 性 质 . 现在 发 明 


B(f) = A(f) — iA(if) 
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就 是 所 求 的 泛 画 数 。 但 包含 基体 朋 下 列 两 事 : 第 一 , B(f) 具有 加 
减 性 , 整 塞 性 和 有 界 性 一 一 1 B(f) | 过 训 | 站; 第 二 ,在 上 B(f) 
和 (fF) 一 致 . 
从 4 的 加 了 减 性 立 乔 知道 B 有 加 减 性 . 其 次 以 明 B 有 整 府 
性 : 设 c =w 十 记 , 则 
BCcj) = 4(a + bif) ~ iAi(aif — bf) 
= A(fF) + DPA) — iaA(if) + dA(F) 
= C(Af) — iAi(if) = eB(f). 
篇 着 要 建立 B 的 有 界 性 , 秆 B(f) = 7e%*(7 之 0). 那 末 
1B(f)| =7 = eB(f) = Bl(e™). 
着 是 一 侦 实数 ，A41(ie”i9f ) 必 须 等 太 0. 因此 
1B(Of) {= A(e-f) < Me = MIF, 
最 后 首 明 了 (9) = 4(9) 在 五 上 成 并 :由 大 
一 A(ig) = — RELA(ig)] = — RIiA(g)] = 1(A(9)), 
所 以 当 9《 五 时 ， 、 
4(9) = 4(9) — idi(ig) = 了 (0 ). 


杂 明 完 举 . 

利用 定理 3， 我 们 可 以 解决 下 面 的 问题 : 设 &o Cl(a, 8)， 
C(w 5) 中 任 一 函数 可 用 玉 中 丽 数 的 线性 畦 合 来 匀 锯 的 充 要 休 件 
是 怎样 ? 

4 本 Ce) C(a,b) 中 任 一 贺 数 1 人 (2) 可 用 柄 中 


® © 0 s 
ee 0 0 -e000 oo + 。 


4g fae q(z)da(z) =0 
对 从 中 任 一 元 来 0(z) 成立 , 划 必 47 二 0， 


CN 


证 明 添 入 C(a,0) 中 不 属 从 轧 , 的 一 个 画 数 六 2) 於 五 "而 成 、 
E. 欧米 性 记 画 数 和 在 本 篇 0, 当 所 ,…, fn 属 雁 如 有 时， 
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|cAfi + +t cnAfr | MICcf i + crfn ll 
由 定理 4 的 嫩 朋 , 过 种 到 的 下 界 就 是 上 和 4 = M4- 设 9 是 奴 中 
任何 有 限 个 函数 的 一 个 太 和 车 合 ,时 
d= min||f(z) 一 9(2)， 
4 是 了 与 五 的 < 稚 性 距 风 ”， 车 4f = 1, 则 从 | A(f 一 9) | 过 Mad, 
得 到 M4 之 二 .所 以 d 类 不 能 任意 地 小 ,除非 4 一 0， 通 是 从 明 
休 件 的 必要 性 


现在 性 明 人 条 传 的 充足 性. 设 4 过 0， 我 们 取 
Ma 一 Af=1, Ag 一 0， 


9 是 环 。 中 任 一 线性 辕 合 ， 那 末 不 等 式 
| cA(1)— Ag|< Mallcf — yg 
常 成立 . 由 定理 4. 4 可 以 延展 到 C(40) 上 ,还 种 线性 证 画 数 4 的 
存在 是 奥 所 说 人 条件 不 相 容 的 。 故 必 4 = 0， 定理 证 所 . 
利用 定理 4 我 们 逮 可 以 回答 下 面 的 间 题 : 设 f(x)《 C(a,b)， 
tp 是 一 数列 ,在 怎样 情况 下 ,存在 有 虱 释 善 的 西数 a(%) 适 合 
Ln 一 三 (2Z)da(2)，72 = 0,1,2, 


我 们 克 才 个 问题 局 能 竺 问题 ， 在 廊 (z) = zw 的 特殊 情况 ,是 物理 
学 中 的 间 题 (质量 分 伤 的 能 李 问 题 ,电荷 分 做 的 能 府 问 题 等 等 ). 
能 奉 问题 是 一 个 探求 克 泛 画 数 4(f) 的 问题 ,一 方面 ， 要 
A(fn) = pn (n= 0,1,2,.). 
另 一 方面 ,要 A4(j) 在 C(a,5) 有 意义 . 问题 是 可 解 的 应 , 那 未 有 有 
界 返 差 的 画 数 <(z ) 通 合共 
me)aa(z) = pun = 0,1,0), 
f las) | = lal 
从 定理 3 我 们 得 到 
定理 5。 设 如 (z)e K(a,b)(n = 0,1 2 …)( 可 能 都 是 实 画 
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- 束 


数 ),{an} 是 一 数列 . 使 产 (zy 的 能 奉公 Hn( = 0,1, .…) 的 能 从 间 
题 县 有 解 <(z)， 区 县 <(z) 的 有 楼 六 不 大 从 1 人 示人 人 

| oop 十 十 cam < 和 型 .maxilcofo(Zz)》 十 … 十 cnf(Z) |。 
半 於 任何 Co，C1 Cns 成 立 (但 是 党 pg 和 疡 (2) 都 是 实数 了 时 ,cr 
也 只 限 伶 实数). 

在 实数 (ur 和 户 (z ) 都 是 实数 ) 的 情况 ,站 旦 AZz)= 1 时 ,人 条件 
| Zerwr |<M || Ecrfr(x) | 的 雁 成 立 : 事 实 上 , 置 h(x)= Zcpfx(%)， 
区 和 从 

| Roy)1F(z)y + h(%) 0, 
得 | hl po 士 Zcpux 之 0, 所 以 | expe | 入 poll||. 我 们 可 体 此 时 
gl 多 ) 是 一 增加 画 数 : 因 篇 一 方面 


内 一 人 Jarjadaz) = /au(z)， 
另 一 方面 , a(%) 的 至 焰 涯 
flaas)| Sm. 


更 在 研讨 迄 画 数 敏 烈 {4} 的 收 伍 人 条件， 详 组 地 褒 : 设 cn(z) 
(1 = 1,2,…) 都 在 [4, 6] 篇 有 界 多 差 , an(4) = 0, 要 探求 4n(f) 
一 4(f) 对 於 C(a,5) 中 任 一 了 成 立 的 条 件 . 
仿照 LAXAe) 中 相当 问题 的 研讨 ， Ma, (2 = 1, 2,…) 成 一 有 界 
数列 对 从 4w( 有 ) 一 A( 让 是 必要 的 另 一 方面 ,假如 M4, 是 有 界 ， 
那 未 当 4a(f) -> 4(f) 对 伶 一 个 完备 集 G 上 成 立时 ,Anf -> Af 到 
不成立， 就 是 说 , 当 9 《8 时 4n(9)->4(g) 成 立 的 语 , 那 未 
4a( 六 一 44(1) 对 从 罗 中 画 数 的 米 性 结合 来 匀 迫 的 函数 三 也 成 立 ; 
过 种 /的 全 体 就 是 C(a,D)。 事实 上 ,假如 
几 一 9 <e 9 = cuj, fr ES, 
那 末 4n(9)= 和 CAn(fr) 一 CrA(fr) = 4(09)， 当 交趾 够 大 了 时， 
14.(9) 一 4(9)1<e， 
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设 是 4 | 之 B, 基 答 
| A(f) — An(f) | iA( 一 9 十 1400) 一 4o09) | 十 
十 14(g9 一 广 | 巡 Me 十 ss 十 Des， 
得 4x(f) 一 A(7). 利用 此 事实 ， 我 们 可 以 征明 
定理 6、 设 An 和 4 是 以 an(%) 和 xz) 乱 母 画 数 的 态 性 证 
or 人 ob, an(g) = 0, a(a) =: 
关 傈 4w(f) 王 4(7) 在 C(4,5) 条 件 是 


ss eo eo ee 。 + + 。 


广 mt(z)az -> 人 al2)d (aa 二 < 挟 D)， 


an( 0) — a( 0b), 
1 An ll = 0O(1). 
狠 明 ”我们 让 取 如 下 的 画 数 集 篇 8 :2 中 偏 有 f(%) = 1 菲 且 
含有 
f(z2) = fe(%) = max(§ — 72,0) (teb), \ 
而 不 含有 其 他 的 画 数 ， 显然 地 ,，o 史 是 C(0 5) 之 一 子 族 ; 像 是 折 炎 
的 丽 数 p(X) (4 委 2 和 2D) 必 可 用 加 中 有 限 个 函数 的 料 性 竺 合 来 表 
示 : 事 实 上 , 设 折线 的 顶点 是 4 = 名 忆 和 二 一 条 一 5 有 则 取 送 
当 的 傈 数 co 6 …, Cn, 我 们 可 得 
DL) = Cje(2) 十 ojfs(7) 十 … 十 cnfs (LX) + pL). 
此 式 当 2 = 口 时 是 然 成 羡 。 双 以 0 = 6 人 1 代入 此 式 ， 
则 得 co 62,…' ,cr 之 间 的 hw 个 方程 ,由 是 可 以 决定 C1，…， Cn. 另 一 
方面 ,C(a,b) 中 任 一 范 数 可 用 折 娘 醒 数 P(X) 床 习 迫 ， 
利用 .上 面 所 引进 的 事实 ,在 上 4 = 0(1) 的 人 条件 下 ,由衣 


b b 
人 Qun(z) 一 / Ua( 2 ), 
大 (二 一 8)Qau( LY -> 大 {So dua), 


所 以 ， An(f) 一 > 反 ( 广 ) 企 Cla, D) 中 成 立 。 定理 惟 旺 ， 
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ee 


实 商 收 全 让 cz)， en(b) > ol D). 

证 明 谢 在 [2D] 中 有 一 个 雾 集 8, 当 275S 时 ，mm (72) 一 
az). 设 SEES 是 ac(z) 一 个 连篇 点, 刚 当 < 一 zzeS, 2 ES 
了 时, 由於 an(%) 的 单调 性 ， 

(2)=lim an(%) < lim mm(E) < Hman(§) < lima, (2 ) 一 ca(2 ) 


合 Z 一 8 一 则 得 om 人 E) 一 ac(E)。 另 一 万 面 , 由 抢 
on(O) Lan(b) —> olb), 


所 以 党 和 4 委 委 0 时 ， 


im 太 an(2 )QX 一 广 a(X) dx. 


倒转 来 说 ,从 过 个 等 式 抠 cn(z) 的 单调 性 ,我 们 看 到 
zf an( Hd < an(§) < Efe de 
党 及 二 0, 此 汪 0 时 成 立 。 由 是 
+i/ adx < lim es) 有 im an(é) < 1 大 ez)az， 
网 gh SS 一 到 s 


西 此 在 w(zZ) 的 连续 点 , 成 立 着 cn(E) 一 a(#). 征明 完 星 。 

4. 完备 空间 的 收 粹 映照 。” 设 是 一 完备 的 有 上 度 空 间 , 9 是 如 
下 的 一 种 映照 ， 它 把 映 照 於 R 一 一 p(BR) 三 呈 。 班 且 存 在 着 小 
帮 1 一 个 正 数 6, 当 2 《Ry 《BR 时 , p(X%) 与 9(y) 之 间 的 距离 小 
於 或 等 於 87(z, g)。 我 们 称 过 种 映照 篇 收 纵 映照 

定理 1 有 度 完 得 空间 的 收 颖 映照 具有 连续 性 ， 兹 且 得 种 映 


CC 


oo + 0 0 0 eo * +* 


证 明 ”起 完 全 空间 已 经 过 收 熔 映 照 8, 其 像 在 五 之 中 , 则 党 太 
中 的 点 列 人 2zo4 政 剑 堆 ze 时 ,从 
7(2(02)， 9(0o)) 入 or lo0< HL1) 
得 到 (Xi,) 一 2(2Zo)。 所 以 9 是 一 过 秆 映照 。 


_ 第 + 章 线性 泛 画 数 427 
要 惑 方 程 p(X) = 2% 具有 孜 一 的 解 2， 首 先 於 所 取 一 点 加 ， 苹 
Wn 一 PT) nN 一 工 ， 2， +)。 简写 Xn 一 PT( 00 )， 那 末 党 之 
时 


YX Tm) 一 7(OTCX0) VC0o)) COT( No, Nm-n). 
利用 三 蒜 不 等 式 得 到 
Y( ny， Xm) < 所 6*{7( Tos Xx]) 十 … 十 7( Cm—n-l; LZm—n)} . 
括 弧 中 的 和 小 秦 或 等 礁 (1 十 6 十 如 十 … 十 67-"-1)7(wo, wm)， 所 以 
rn om) SC, 为) (> 他) 
由 是 ,从 忆 的 完备 性 知道 {zn} 收敛 末 RR 中 的 一 点 2X. 又 从 映照 9 
的 连 积 性 ， 
p(x) = plim zr) = lim 9(2n) = lim znr = %, 
让 是 尊 明 2 是 一 不 动 点。 不 动 点 是 只 有 一 个 的 : 假如 
P(X) = w, 9(Yy) = Y, 
那 末 从 7(z, yy) = 7(9(X), 9(9)) 之 67(w,y), 得 着 7?7(x, 9)= 0. 
所 以 x = y. 位 朋 完 尝 ， 
例 设 由 映照 9: 
Yi 一 > = 1,2,.,%) 
将 % 禾 欧 旭 利得 空间 映照 於 自身 . 划 当 
Dt) 1 


时 ,有 唯一 的 点 (2， 机 2n) 通 合 於 


Vi = Qi 十 … 十 osn2Zoa 人 (一 1 2,.…, 有 )。 
事实 上 , 欧 丰 利得 空间 中 两 则 zz 一 (2 ) 旺 2 一 (joy) 
之 距 训 是 由 下 式 定 义 


(2 3) 一 (2 一 及 大 十 … 十 (人 22 CO Yn) 
故 
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{rp(r), 802) 一 人 aa 一 扩 ) 十 十 Gin(an — Yn))? 


委 [r(z, DDN 十 … 十 on) < O77, yD. 
一 1 


所 以 9 是 一 收 其 映照 ,因此 空 得 中 存在 着 唯一 的 不 支点。 

更 在 应 用 定理 1 来 妖 明 微分 方程 葵 中 的 比 加 般 (Picard) 定 
理 : 

定理 2， 设 砂 数 (x, y) 在 点 (zo, yo) 之 一 环 卉 中 是 连篇 的 ， 
就 y 而 车 斑 足 李 普 惜 冀 人 条 件 


+ 


一 f(z, y) 
有 了 唯一 的 解 y = 5 省 Yo 一 史 ( 2o)- 


人 


证 明 要 促 明 的 事 , 颖 然 地 等 债 於 积分 方程 
9(z) = m+ /fb $i))dt 
之 解 (在 2 = zo 的 附近 ) 的 叭 一 性 。 由 假设 存在 如 下 的 了 开 域 G, GG 
含有 (zo, yo) 在 G 中 f(x,y) 篇 有 界 : 
[fx y)| KK. 
取 正 数 4 相当 小 ， 使 6= 必 4 过 1 上 且 使 答 形 1x 一 zo | 之 4d, 2 一 加 | 
过 Kd 属於 G. 适合 
12(2) 一 zol 和 FEd (xr— wl d) 
的 一 切 连 纺 画 数 p(Z)(zo 一 4 委 2 委 加 十 gd 成一 空间 C*. 以 
To pp) = max |p(2) — gal) | 

得 距 骨 的 定义 , 则 C* 成 一 完备 空间 .由 关 作 式 


wz) = Yo fo ft wt))at (|z— zl d) 
将 CC” 中 的 9 映 用 於 CC 中 的 yw: 事实 上 ， 
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wr) ~ wl = | fo rt, ot at | dk. 
| ro | 
另 一 -方面 , 伦 
fi pe) ft, pt) dt < Ma maxlp(z) 一 PKz)| 
得 ”to) 委 3. 72 92)， 所 以 88 是 一 收 绑 上 卫 照 。 和 从 定理 1 知 
道 方程 (9) = 8 具有 只 -之 解 . 证明 完 举 . 

匹 加 尔 的 定理 可 以 推广 到 方程 粗 . 

定理 3， 设 有 微分 方程 和 


= f(x, Ys Yo, Yn) (Vv = 1, 1) 


ax 

以 YR) = Yo = 1, 2,: 区 何人 ， 假如 在 % 十 1 条 空 

间 Fe" 中 的 一 Ea (2o Yors Yo ***, Yon) 的 环境 中 一 切 画 数 f, 是 连 
征 的 , 阔 昌 成 立 着 村 党 展区 条件 

六 让 a, 

那 末 必 有 一 租 莫 且 只 有 一 粗 丽 数 Y= 加 (2) (v = 工交 …,m) 在 


e 


2 的 一 个 环 卉 12 一 如 | 魏 & 中 适合 Y= 有 (X,Y Yn) (VD=1， 
证 明 ”我们 要 探求 积分 方程 租 
$F) = yo + fb bb), bat))dt 人 一 
之 解 的 存在 和 它 的 唯一 性 ， 由 记 的 连 种 性 ， 企 企 舍 有 加 (zo yo 
…, Yon) 的 开 域 G, 在 G 上 成 立 着 
。 [fk (v= 1,.,%), 
K 是 一 常数 。 取 正点 d 相当 小 从 使 8 = M4 二! 且 使 十 工区 的 
甜 形 
Iz — gd, | Yo |S Kd, | Yn — Yon | Kd 
落 入 6G 中 .现在 考虑 过 样 的 空间 C3: 它 的 元 素 是 区 间 [xzo 一 4， 
zo 十 4] 上 回炉 画 数组 由 = (由 (2)， … qu(2)), 其 中 本 数 满足 条 
件 
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[p(X) — Yl Rd (= Lb.,1). 
当 4e Cx ye Ci 时 ,定义 
max | 9v(2) 一 LT) | 一 和 中风 )， 

关 你 

V(x) = Y, 十 广 ft, 由 (有 es Balt)) dt Cv = 1) 
定 闵 一 种 映照 于 -9(4). 设 多 和 和 "是 Cx 中 的 十 点 其 像 篇 多’ 和 
y”, 则 和 从 

WL) — YT) = / {f(t P(t), 0 Bt) — 
ft, Ot), se, put)) ds, 

知道 

Fr) < Md max | $1) 一 和 (2) | = 57 和， 和) 
所 以 9 是 一 收入 映照 ,从 定理 1, 方程 一 p($) 具 有 唯一 的 解 。 定 
理 改 时 . 

设 K(%, yy) 和 $9(%), 9(%) 分 别 在 正方 形 4 之 二 D0 生 2 委 
和 友 间 0 之 x 过 5 上 所 定 疙 的 连 炽 画 数 , f(2) 是 未 知 画 数 ,旧称 

(GD %(z) = f° Kr, WaY, 


(IIT) f(x) = 2f Kz, yf AdY 十 H(z) 


(DD) $s) = g(z) + 2 Kr HY dy 
分 别 篇 第 一 种 ,第 二 种 以 及 第 三 种 的 弗 籽 特 霍 卫 坪 (Fredholm) 之 
粮 性 质 积 分 方程 , ? 是 一 参数 ， 对 认 小 参数 的 第 二 种 方程 ,我 们 有 
如 下 的 定理 

定理 4 假如 K(x,y) 在 正方 形 4 过 “之 ,a<y<b 上 
的 先 对 值 不 大 从 好, 那 本 当 


"|< MI( p 
时 , 弗 束 特 寺 生母 之 第 二 种 业 由 方程 (IT) 具 有 陵 _. 的 解 . 


和 
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说 明 ”时 (ID 的 右边 和 父 9(f), 焰 换 9(f) 沈 照 完备 空 并 Cla,5) 
中 之 连结 函数 (2) 众 C(a,5) 中 的 画 数 9( 门 . 当 记 和 广 都 属 众 
C(a, 5 ) 蛙 

r(@(f), 9 fa)) SAM — a) rf, fy). 

由 於 8 = 4M(5 一 0) 小 秦 1, 所 以 9 是 一 收 条 上 映照。 和 从 

f(z) = 2 Kz Wh WAy + Pr) (n= 1,2,°) 
可 得 方程 不 zZ) = 2( 力 之 唯一 的 解 几 z) = lim f(xX)( 见 定理 1 的 
症 明 ). 定理 改 维 ， 

假如 (I 了), (ID)，(IHI) 中 的 核 K(%, y) 当 y 盖 2 时 ， 其 值 篇 0， 
那 末 得 到 伏 耳 得 拉 ( Volterra ) 的 第 一 种 ,第 二 种 , 第 三 种 线性 积分 
方程 

(Iv) 4(z) = 人 K(o, y)KCg)ayy 


(IIv) f(%) = 2f Kew, VY AY 十 中 (2)， 


(IIIv) sz)F(z) =- 9x) +2f° K(x, HW dyY. 
定理 5。 像 如 玉 (z， 纪 在 三角形 ay < rect 中 的 起 寺 信 不 


和 


“给 明 考虑 如 下 的 央 归 9g(F) = 9, 但 
9(f) = 1/ Kz, DFWDAY 十 $x). 


改 
m = maxjP(z) — f(x) |， 
则 从 
ou) — pf) | = | Koz WY — fl Way |< 
MM — ao)m, 
和 


[2( 记 ) (所) | 过 | 2 K(x Mm ~ Q)dy < 
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Ea 《2Z 一 2 六 
21 
知道 
| 2m( 方 ) 一 op"(fa) mm 人 
尘 於 任何 正 整 数 ?成 立 ， 取 妹 蕊 大 ,使 


La 一 oj -5 二 1， 
Nn! 


划 得 7(27( 方 六 27( 户 )) 委 507( 访 , 户 ). 由 是 9*(F) 成 一 收 蓉 映 照 ， 
它 映照 [4,5] 上 的 连 种 画 数 众 近 种 黄 数 。 填 种 醒 数 的 全 钵 自然 成 
一 完备 空间 ,因此 几 有 唯一 的 连续 画 数 通 合 方程 
Jo"(Fz)) 一 六 0)。 
蔷 9” = 人, 则 由 定理 1 的 杂 朋 , 取 任 一 [a, 中 上 的 连 辕 画 数 9(2)， 
成 并 着 
lim @ (9CZ)) = f(7). 
或 是 
?lim BN g(7))) = f(2). 

所 以 9p(f) = f， 了 噬 一 性 是 题 然 的 ， 定 理 订 举 . 

从 这 个 定 再 的 惟 明 ， 我 们 能 壕 如 下 的 一 般 性 的 定理 ， 

定理 6. 向 速 模 歇 时 2 将 完全 的 有 度 空 间 忆 映 入 锥 五 时， 1 


oo or» 0 eo ee 
CR 


es 


5, 过 镇 画 数 族 的 籁 密 性 要 研讨 区 间 w 委 2 < 5 上 的 某 一 连 
种 画 数 族 @ 在 C[a, 8] 中 的 相 窗 性 一 就 是 说: $ 中 任 一 画 数 答 列 
是 否 必 有 一 子 列 收 伍 艾 Cla, 盯 中 之 一 画 数 一 一 首先 建立 下 面 的 

引 理 下 全 生 信 和 守 图 和 中 的 蒜 生 “具有 向 党 性 的 让 村 信件 


es 


+» 


点 |， 以 这 此 帅 般 中 心 5 议 直 全 的 - 切 球 元 村 着 了 中 所 有 的 点 (简称 
这 些 有 限 侦 球 心 ,是 一 个 e 称 )， 
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给 明 ”假如 人 有 co, 开 中 不 能 作 < 期 ,于 本 对 走 辐 6 有 ,三 中 
必 有 如 下 的 心 : 


1721 0a) > €. 

对 堆 za 央 中 又 有 如 下 的 Xe: 

rT(X1, KX3) > 6，7(32 Ts) > 5- 
如 是 条 秆 进行 ,次 得 凡 中 如 下 的 点 列 {YY : 

TRm Tan) 6 (mn). 
因此 {zw} 不 收 仇 , 性 没有 被 窗 和 性 ， 关 就 是 区 有 阴 人 条件 的 必要 性 . 

党 条件 成 并 时 ,我 们 从 训 中 任 取 一 点 列 12%i, 要 苛 明 {Xn} 合 
有 一- 个 收 仇 子 列 ， 尘 於 正 数 ) 
= 二， 
好 中 有 一 个 sx 网: 
(无 ) CQ )， Coc)， (1 这 

坟 (1) 的 和 Ni 个 是 篇 中 心 ， 1 局 牛 征 的 N 个 球 ， 它 做 网 (1)， 硬 
(1) 落 住 {zw 中 一 切 点 ， 其 中 必 有 一 球 褒 是 网 含有 {Xn} 的 一 
个 子 列 {zt}、 同 檬 ， 称 (2) 中 必 有 一 球 S52 含有 {x40} 之 一 子 列 
{wt 点 列 2， 7 多 , … 中 的 点 ， 除 最 初 2 一 1 点 而 外 都 落 和 人 5S， 


中 ,S: 的 牛 径 是 于， 所 以 lim xt 存在 ,此 极限 点 属於 ， 引 理 苯 


黑 ， 

有 条 ”有 度 的 完备 空间 忌 中 的 点 集 4 具有 极 审 性 的 充 要 条件 
是 儿 礁 任 一 正 数 。, ER 中 存在 如 下 的 有 限 个 点 4, 41,…, aw, : 以 着 
些 点 做 中 心 。 篇 千 径 的 入 : 侦 球 掩 蔓 着 以， 

证 明 ”人 条 件 的 必要 性 是 从 引 理 有 明白、 要 六 条件 的 充足 性 。 施 


m3) ® (5),, em) 
篇 中 心 . 与 篇 牛 径 的 球 中 ,各 取 了 中 的 一 娄 
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W1s Wo Ne, 
以 过 些 点 篇 中 心 ， 篇 牛 公 作 于 这些 球 包 全 着 前 而 的 N。 s 个 球 , 因 


此 掩盖 着 对. 体 明 完 办 . 
定理 十 ”一 一 阿尔 日 拉 (Arzela) 的 定理 : C(Q,b) 的 子 族 对 
在 Ca 0) 中 具有 概 密 性 的 议 要 休 件 是 中 的 一 切 本 数 是 均 色 有 


CC 


“下 等 过 可是 对 大 任 _ 正 数 s, 有 仅 和 三。 有 天 的 3 存在 , 当 [a,D] 
中 的 两 点 x 揭 2 的 让 砍 小 於 9 时 ,不 等 式 
| p(X”) — p(%)| < 
对 及 中 任何 画 数 中 (%) 成 并 . 


证 明 当 敢 在 C(a,5) 中 具有 补 密 性 时 ,对 座 6, MM 中 必 有 三 


移 
p(x), pol T), "3, 中 vs (L). 


设 M, 是 |4(z) 的 上 界 . 若 由 6 到 划 必 有 ,适合 
[3 
7r(9, go) 一 可 
因此 


é 


| $2) | IB rT) | 十 | 和 (2) — BF) | M, + 


道 是 荐 明子 族 M 的 均匀 有 界 性 . 双 从 
1d(z) — $(2") | 
SPT)—B (2) + bt) — p20) |+ | br)— $7") | 


<2+ | $72) 一 和 (2 
和 中 (Xx)E Cla,5), 知道 有 6 = 6(e) ,党 |z -|< 过 6 上 时， 
| $7) bi. 
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因此 成 立 着 


| %(Z) 一 中 (2 )| < 
适时 圣 於 M 中 任何 画 数 8 成立 的 ,此 地 的 5 与 个 别 的 由 无 关公， 
所 以 村 具有 在 等 连 灶 性 ， 
假如 型 是 Cu,2) 中 具有 均匀 有 异性 和 平等 连 禾 性 的 一 个 子 
族 , 邦 未 任何 B(xX) 时 的 稳 对 值 | (zz) | 都 小 信贷 中 揪 天 的 一 个 
常数 五 ; 又 对 从 任 一 正 数 :, 有 5, 当 |% 一 xX'| 过 6 时 ,不 等 式 
| $2) 一 由 (2) I<ie 
对 锥 1 中 任 一 而 数 由 OZ) 成 立 。 於 [ww 8] 积 [ 一 长, KK] 中 分 别 作 
如 下 的 分 点 
—K=% < hy EK, yy — Yi < (4 = 1, 0, 1m); 
= ToLR Tn 0,N, Cm Cio =1, ,nN),.. 
将 於 型 中 每 一 画 数 $9(X)， 作 一 折 科 画 数 ww(%*), 使 此 折 钱 的 项 点 
都 是 (X,Yym) 的 形式 , 且 使 具有 如 下 的 性 质 : 潮 认 x， 取 适 沼 的 
Ym 一 由 (Xn) 使 得 


| p24) 一 tm < 二 (人 一 0，…，72)， 


在 区 间 Xm 魏 2 委 Zoo 中 ,| 92) 一 上 Ww) | 小 於 或 等 锥 
[由 (2) 一 出 (zm)| 十 | 下 (zwm)》 + HTm) | 十 (zw) 一 图 2) | 


志方 + 三 + + | (rm) — (vm) |. 
末 项 小 於 或 等 记 
{oFm)— pTm) |+ | P(Xm)— Pp rm) | 十 | rm) — (sm) | 
E 6 E 3e 


所 以 
| gz) 一 %(z)1 < 至 十 站 -= e。 
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这 是 闭 fa,9j 中 任何 x 成立 的 .过 (zmym) 做 大 点 内 扰 粮 图 数 (x) 
的 锣 数 是 有 限 的 ,因此 (x) 的 至 体 在 1 中 成 一 。 称 , M 具有 币 密 
性 . 定理 长 时 

利用 阿 铬 日 拉 的 定理 ， 我 们 就 能 胸 朋 常 微分 方程 论 中 的 彼 阿 
诺 (Peano) 的 定理 : 
中 任意 一 点 (xo Ww), 微分 方 和 

氏 = f(z, y) 

插 少 有 一 修 积 分 曲 楼 通 温 (zu 4). 

证 明 ” 当 体 朋 时 ,不 妨 假 设 G 是 一 开 域 , 那 末 ,在 G. 上 f(x,y) 
的 约 对 值 小 基 一 个 常数 Ko 通通 (zo, yw) 作 具 有 代 斜 俊 数 下 和 K' 的 
两 直线 . 叉 取 Q 和 25 恰 xo 相当 近 , 4 一 < 过 b6， 作 十 站 钱 X= 二 a 
和 2 = 20, 使 此 四 根 直 和 线 所 辆 成 的 两 个 三 角形 都 落 在 G 中 。 作 网 
鼻 ( Euler) 的 折 米 如 下 : 通过 (zuo3yo) 作 一 具有 倾斜 傈 数 秦 xzoao) 的 
直线 ， 候 此 直线 上 取 一 点 (zu 妇 ) 作 一 具有 伐 冬 任 数 f(z, 扩 ) 的 直 
灵 , 从 此 站 入 上 取 一 点 (zw ya),，…。 设 一 些 的 欧 稻 折 米 忆 ，Zo … 
都 通过 (xzo yo), Ls 中 的 最 其 的 禾 段 篇 l, | 1 | 一 0。 设 Lz 的 方程 
是 2 = px(X), 均匀 有 界 

y = Pr(T) 
的 画 数 列 , {8x(X 半 在 [4, 8] 上 是 具有 平等 过 灶 性 的 .从 阿 礁 日 拉 
的 定理 ， 有 子 丽 数列 (XY), gw.(X),… 在 [4, 01 上 人 匀 但 ， 设 其 入 
限 乱 9(7X). 显然 $9(X6o) = Yo。 我们 要 四 (ZX) 等 从 f(x, $(x))， 
换 名 话说, 尘 蕉 ss 盖 0, 要 有 有 5, 当 | 2 一 x | 过 53 上 尘 ， 
PE) Rp, $2))| <e. 
! 2 一 人 


事实 上 ,对 於 足 侯 大 的 护 来 建立 不 等 式 
[Ka (< (2 一 zc (1) 
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好 了 ， 由 fz, 四) 相 6G 中 的 洒 粮 性 ,存在 如 下 的 天堂 
[a 一 ai 2 |y -YI IA 
时 , | 了 (XY) 一 了 (X,Y)| 过 as 设 和 区 站 全 名 竺 ， 
19(2) 一 bar(X)| < Ey 
成 立 , 阔 且 此 时 , 上; 的 任 一 钱 段 都 小 於 7. 设 2 之 22 一 XA<7， 
则 工 : 必 有 如 下 的 一 部 分 的 顶点 |: 
(ao D0), (0 01) pv， (Cnt, Unti), 
NL nt 


因此 ， 
par (01) 一 (2 ) = (0 — 2 )f(do, po)。 
pa (st) 一 pa (Os) = (QH 一 Of b,) 
(v = 1,2,.…,%N 十 1)， 
Pn (EF )》 一 pndn) 一 (2 一 Qn ft, Da). 
由 是 , 成 立 着 
(FT YO MF) bat) FY ) HE) mY’), 
(FF', VY) — Et CO— 0,) < Par (0,) < 
(fH) FED (y=12,.%…,n%—1) 
(f(7', VY) — EX" 一 Gn) < Pri) 一 中 Can) < 
(fF, Y) + Ee) 一 Cn) 
相 加 ,就 得 到 
(Faz 人 1) — EL" 一 0) 和 (2 ) 一 GZ < 
< (Fo Y) + Ee)" — Y'). 
因此 (1) 当 0<z” 一 ”< 了 7 时 成 立 . 同样 可 恬 ( 昌 当 0<2 一 2 一 7 
了 时- 也 成 均 。 定 理性 举 。 
一 般 地 襄 ,定理 中 通过 (zo, 加 ) 的 积分 曲 厅 不止 一 休 ， 当 解 共 
有 唯一 性 时 ,我 们 有 如 下 的 陈述 : 


@ o a © ee « 


X= Yo, oYy&B 
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上 的 -… 切 点 ， 通 过 点 ( x， De <y<B), 假如 微分 方程 
只 有 一 人 条 积分 曲线 , 那 末 肖 些 曲 太 是 ya(ce< 加 < 5) 的 连续 映像 ; 


就 是 府 , 适 些 曲 粮 
y= $F), Yo = P(N0), 
央 套 yo 是 连 业 的 ， 

证 明 ”我 们 不 妨 假设 G 是 一 开 域 ,因此 在 G. 上 ,|fC%,y)| 小 
於 一 个 常数 天. 解 的 至 体 Pi = $9(X), yo = $(%0)(a 革 Yo 三 BB) 
成 一 均匀 有 界 的 平等 连 先 画 数 族 ， 平 等 连篇 性 是 

Ay = [名 | a = fw Yi)AY 
可 以 明白 的 ， 设 PP 中 国 数列 pn(%)(% = 1,2,，…) 匀 人 铀 於 四 (7X)， 
则 从 


pn(T) = f(T, palj)) 
得 到 

中 (2) = f(x, PF)). 
等 式 


lm 了 一 $1) = lim pn(2) 


之 所 以 能 左 立 ,出 失 {3 (3)) 也 具有 下 等 好 各 性 又 办 
p(T0) = lim $a( Lo) € [a, Bl 
所 以 $8(%)《 了 P. 就 是 说 P 是 并 的 ， 思 上 因 [2 ,Bj 中 的 和 PP 中 的 
中 (XY) 是 成 一 对 一 的 对 订 的 .车 $b(X) 和 与 (2) 都 属 礁 PP, 则 从 
[xzo) 一 HTo) | max | $2) — y(X) |), 

知道 了 映 到 [a,B] 是 一 连 钙 映照 。 一 对 一 地 ， 将 粒 密 于 集 书 施行 
器 燥 映照 时 ,其 逆 映 照 也 有 具有 过 入 性 (第 四 章 34 的 定理 4)， 由 是 
完成 了 定理 的 妖 朋 . 

现在 我 们 把 阿尔 日 拉 关 雁 过 各 画 数 族 的 定理 抽象 化 起 来 。 设 
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X 与 了 都 是 被 密 采 和 集 , {一 了 }。 是 如 下 的 速 炉 映照 
Y = p(X) 
的 全 体 ,{X 一 了 }。 中 十 个 元 素 91 和 oo 的 距 见 是 
7(P1, P2) = max r(P1(F), po w)). 


此 地 假设 和 了 了 都 是 有 度 空间 中 的 点 集 ， 但 是 忒 所 在 的 空间 不 
性 与 工 所 在 的 空间 相同 . 
定理 4.“〈 拓 广 的 阿 笛 日 拉 定 理 ). 设立 和 和 Y ” 邦 是 有 有 放空 


ee 


se 


证 明 让 {一 六} 是 一 切 映照 了 二 9p( 广 ) 所 成 之 集 , 基 
{XX— YC {XX— 7}. 

首先 建立 人 条件 的 必要 性 . 就 是 膏 , 当 D 具有 和 纠 密 性 时 ,对 礁 任 

何 一 正 数 s, 要 长 有 正 数 ?存在 . 党 
2 EXEY r(x", 0)<CG 
时 ,不 等 式 
r(p(2'), p(%")) <e 

半 於 D 中 任何 gg(%) 成立。 过 个 证 表 可 以 和 从 定理 1 的 亲朋 明白 . 

其 次 苯 明 人 条件 的 充足 性 . 愉 之 0, 我 们 有 上 述 的 6 盖 0。 枚 


冲 密 阴 集 和 上 作成 36 移 ， 称 的 “ 烙 点 ”篇 qz … am。 从 球 


0O(z,, 5) 除去 和 和 集 
O(x1, 6) + + O(F,-1, 6) 
中 一 切 点 ,得 点 集 X,. 容易 有 明白 1 十 … 十 ,含有 怀 , 而 下 1,…， 
.两 两 不 相交 。 当 2 与 2 都 落 在 和 ,中卫 ,7(7,， 2 ) 小 於 6. 大 籼 
密 于 集 了 .上 作 。 克 ,网 的 结 点 篇 YY …， Ym。 设 Po(2) 是 如 下 
的 一 个 映照 : 
PTIE {RF Yo, PK) = yy. 

党 %)&D 时 ， 灶 从 x5 我们 可 取 Vy 使 HX,)〉 疆 or 的 距 赚 小 於 
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6. 讼 ww《 有 ,加 
rf(R), Pi 2)) SrFF), fOr,)) + 
+ rf(F,), PT )) + TP Fy) Pin( 人))。 

右 光 小春 36, 因 此 [92)1 在 {XX 一 了 1} 中 天 伶 D 作 成 3s 网 . 所 
以 口 人 在 !X 一 了 )。 中 是 蒂 害 的， 定理 囊 旺 ， 

6. 有 度 空 间 中 的 实 夯 数 和 曲 绕 ”发 叉 是 一 有 度 性 空间 , 忆 , 是 
% 维 的 欧 灵 里 得 宏章 ， 由 映照 9 移 卫 映照 从 中 上 时, 得 一 下 上 
所 定义 的 实 画 数 p(X)， 假 如 R 的 元 过 都 是 画 数 , 那 末 通称 2(Z) 
(Z《 民 ) 篇 尺 上 所 定义 之 一 沪 丽 数 . 例如 在 R= CLa,01] 上 , 可 
以 定义 种 炸 的 污 丽 数 ， 设 f(xX) 《CC(a,5), 则 

max f(x), min f(x), f(z) 


等 都 是 C(a, 5) 上 的 疯 丽 数 ， 在 适当 的 条 件 下 
b 一 一- b 
f° Vi Paar, 12) 1 ar, 1P(zo) 


ff F(x, f(r) dx 


也 都 是 FE C(g, 5) 上 的 说 西数 , 但 是 各 些 不 没 企 C(0,25) 的 某 一 
子 集 上 定义 着 . 
有 度 空 则 RR 上 的 况 诅 数 , 共 过 炉 性 的 意义 是 和 RR 中 王 骨 的 格 
念 有 天 集 的 。 设 4 过 wo 过 5b. 我 们 考 磋 泛 画 业 六 (Xo)。 假如 定 
Cl(a, D) 中 责 个 画 数 了 和 9 的 距 见 筷 
7r(f.9) = max | (2) 一 9(2) 


的 应 , 慎 末 取 9(Z2) 使 907) 和 sg ==100<z<5) 则 
r(f,f + 09) e. 
由 套 (f(x0) 十 9 (XO0)) 一 了 (zo) = 1, 所 以 广 (zo) 冰 不 是 -- 侦 过 和 缠 
沪 商 数 . 但 是 ,假如 7(j, 9g) 的 定义 篇 
mmax {| 71(2) — yg(w) | + F(X) — yi) | 


那 未 党 7(f,9) 一 0 上 时 ,9g "(20) 王 了 (Vw)， 此 上 蛙 (wo) 成 一 连 种 总 
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函数 . 

定理 1。 设 CCK) 是 级 密闭 集 下 .上 的 - 切 半 种 图 数 所 戌 之 
7(f,9) = max|f—g| 

篇 C(K) 中 任何 雨 画 数 9 的 嘿 租 时 ， CK) 的 ? 集 D 县 有 短 密 


证 明 信件 之 必要 计 的 于 明 见 阿 蚌 日 拉 定 理 ， 估 件 的 充 性 
的 侠 明 , 见 拓 广 的 阿尔 日 拉 定 理 . 

很 不 严格 的 说 , 实 画 数 之 逆 是 “ 曲 厂 ”"， 设 由 了 一 p(t") 将 阴 区 
间 a 之 t<5 尝 积 地 映照 内 某 一 有 度 空间 中 的 点 集 T， 央 了 是 一 
曲线 , P = g(t) 是 对 应 内 参数 二 的 点 。 对 於 两 休 曲 粮 

P= 9 EHD), P=y a" < tb"), 
假如 有 tt 的 增加 丽 数 tt) 和 "(tt) 使 ta) = a'，t(b5) = 5b'， 
(a) = a",t"(b) = 5", 且 使 
. Pt) = yt (Ht)), ot bb, 

那 示 我们 将 这 二 休 昌 线 , 看 做 同一 曲 厂 ， 取 攻 当 的 戎 数 志 我 全 可 

把 [a, 21] 炙 成 [0, 1] . 

伦 拓 广 的 阿 他 日 拉 定 理 ,我 们 可 述 

定理 2， 设 4:P = (1)(0 过 t 志 1), 都 是 第 密 开 集 K 中 
的 曲线 定 7(La, Ln ) = max | f(t) 一 fm(t) |. 假 如 {fn(t)} 是 
李 等 过 态 ， 那 未 {Lni 中 存在 收 钱 的 子 列 ， 


曲 米 工 :P = f(t)(w t+ 之 5) 的 长 | 工 |, 我 们 用 和 
DO rt), FE,)) 
2 一 】 


(0h 5) 
的 上 界 来 定义 . 由 过 个 定义 所 得 的 | 过 |， 显 然 地 无 关於 参数 上 的 
iL! = Ve(f). 
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我 们 能 得 了 8( 是 了 的 下 生津 入 下 丙 数 ， 于 里 上 , 取 适 党 的 分 上 
四, 刀 … bn 可 使 
> 


So* 


肥 5= 去 * 则 党 曲 楼 P= g(i)(a 之 tt 之 0) 般 合 7(f,9)< 了 时， 


DE) fb)) ~ Drig(b), gb)) < 
1 1 
因此 
Ve(g)> Srig(t,), g(t,)) > Vf)—e, VE) = oo 


1 
时 ,V4(9) = co. 由 是 可 述 如 下 的 
11 和 im1zol. 
帘 工 的 长 V2( 有 ) 篇 (D0), 当 a<t<50 上 时 , 帘 愉 =Vi(f)=5S， 
假如 工 是 一 连 积 曲 钱 , 那 末 当 tt 从 4 逐 训 增加 到 5 时 ,8 从 0 
连 世 地 培 到 | 上 |. 把 $ 看 做 参数 ,得 工 的 表示 式 : 
P= f(sS)) = 9(8), 0 委 8 委 | 人工， 
因 星 长 不 大 於 弧 长 ,所 以 
r(g(S1), 9(S)) < | Ss — Sl. 
以 = 做 参数 , 则 得 工 的 表示 式 
书 =FGr) = 一 TIZD)，(0 委 7 私 1). 
此 上 时 Rn (5)} 之 || :| 一世 |。， 因 此 党 一 集 的 连 炽 曲 
米 和 (7)}(0 之 7 过 1) 其 长 都 不 超过 有 履 时 ,过 些 六 (7) 部 广 足 李 普 
惜 兹 人 条件: 
T(F(T), F(T)) < MIr — 7 
面具 有 平等 连 苇 性 . 利用 得 个 车 实 ， 我 们 就 能 建立 下 面 的 重要 定 
理 ， 
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定理 4 本 疏 么 和 2 是 且 具 县 知 性 的 有 度 从 之 由 假如 


人 


+ sn oo + + 


“证明 设 卫 是 连结 4 和 B 之 一 连续 曲线 记 | 二 | 之 下 界 
篇 7. 融 万 Ls … 都 是 连 灶 4 和 B 的 连 炽 曲线 ,| 上 ;| 一 7 由 论 
、 Ln: 忆 =For)0s 和 TIT 魏 1) 
的 平等 连续 性 ，{ 工 。} 中 有 1{L,,} 收 伍 的 子 列 , 志 一 工 的 疡 ,由 定 
理 3， 
lim | 并 ji 之 | 二. 
所 以 | 艺 | = 7- 定理 促 丝 ， 
我 们 应 该 留意 ， 在 三 从 的 欧 灵 里 得 的 空间 中 之 十 分 光滑 ( 足 
够 多 的 次 数 可 以 微分 之 意 ) 的 于 曲面 上 ,从 普通 的 微分 太 何 学 不 能 
马上 六 出 定理 4 中 所 说 的 辕 果 。 因 篇 在 微分 准 何 学 的 书 上 ， 往 往 
假定 4 与 召 是 二 分 接近 的 雨点 
7. 一 般 的 名 性 泛 画 数 ” 赦 性 空间 忆 是 它 的 元 素 2 2 2 …， 
满足 下 列 二 个 条件 的 空间 ， 
I. 雨 元素 + 与 y 之 章 必 有 和 x 十 y， 和 服从 如 下 四 个 规律 
2 十 = 一 2 十 0 二 (十 2Z)= 一 (十 3) 十 0 
XX 二 (一 7X)=0, 2 十 0 一 2 
II ， 假如, 8 都 是 数 , 那 末 
a(B82) = (aB)%, 1 .2 一 2， 
(ee 十 B) = axt Bx, a(t + Y) = ar+ By., 
下 面 一 一 假如 没有 特别 关照 一 一 假定 a, B, … 都 是 实数 , 因 
此 ， 所 孝感 的 是 实 的 粹 性 空 册 。 
假如 慷 中 任何 元 素 都 有 一 个 数 上 ?上 ,省 些 数 服从 下 面 的 规律 ; 
HI，|lz1 盖 0 除非 2=0,10|=0， 
上 ez 外 = ez 十 2 用 2 十 才 了 | 
称 ||z || 需 2 的 模 , 当 尼 具有 休 件 荆 II, II 时 , 称 它 需 一 个 有 模 的 
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粮 性 空间 

将 jz 一 Vy 看 做 7(x, VY), 则 易 知 有 模 罕 间 是 一 有 度 的 空间 . 
具有 完 储 性 的 有 模 米 性 空间 , 称 篇 巴 拿 赫 (Banach) 空间 . R,, Re, 
…, 都 是 巴 拿 赫 空间 .假如 对 於 Es, 以 


ENED 


篇 2 = (2 …, wr) 的 模 , 则 由 敏 高 天 斯 基 的 不 等 式 , 知 II 成 立 ， 
此 哇 RR 也 成 一 巴 拿 赫 空间 。 又 说 以 
(zl = max (| 好 | | 2 1) 
篇 x 的 模 , 央 EE 也 成 一 巴 拿 薪 空间 . 
过 续 责 数 族 C(a, 5) 的 画 数 六 轴 ， 以 
ft) |]| = max | f(t)| 

篇 其 模 时 , 则 此 族 是 一 巴 拿 赫 空 间 。 在 [a, 5] 上 , f(t) 和 f(t 都 
可 以 积分 的 f(t), 成 一 画 数 族 2(4,5), 此 族 中 的 了 (t) 以 


ID rp 7 


篇 其 模 时 , L7(a, 5 ) 成 一 巴 拿 薪 空 到。 满足 条件 

| 2 | = (BI2n |) < co 
的 一 切 z= (zu za …) 成 一 有 模 空 间 忆 , 当 26 1 2 一 ( 6 
时 ,定义 


+ y= (ti 二 ,Wo Yo …)， 
ax = (axl, aa ), 
则 玉成 一 巴 拿 赫 空间 . 

薰 性 空间 忌 中 的 任何 两 与 y 决定 忆 中 的 一 根 直 线段 : zy = 
=yX. 当 和 宇 0, 有 之 0,a 十 B=1 时 .一 切 由 ax 十 By 都 故 认 
zy，zy 中 不 含有 其 他 的 点 .假如 放 CR, 当 x 《 届 ,y《 M 时 钱 分 
. zy 常 属 内 M 的 话 , 称 到 是 一 具有 凸 性 的 集 ( 西 集 )， 忌 中 具有 中 


性 集 未 必 含 有 内 丹 , 例 如 三 条 空间 中 的 图 , 它 具 有 山 性 而 不 含有 内 
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点 .普通 的 球 是 一 四 集 ， 过 是 容易 明白 的 。 现 人 在 芳 卡 线性 有 模 空 
尚 中 的 球 , 稀 | z | 入 1 是 一 单位 球 . 设 2 一 (zu 72), | z=(|z1|? 十 
+ | mi)2。 草 当 2 = 2 时 ,是 z| 过 1 是 普通 的 单位 图 . 当 p=1 
时 , 香 位 球 上 XY|| 达 1 是 以 (0,1), (1,0),( 一 1,0), (0, 一 1) 乱 
顶点 的 正方 形 . 当 Pp = co 时 , 单位 球 是 以 (+ 1, 土 1) 篇 顶点 的 
正方 形 . 当 0 二 Pp 过 1 时 , 曲 辜 2? 十 x3 = 1(x,>0,x;>>0) 是 
向 原点 是 的 ;因此 | Xi|? 十 | 和 1? = 1 的 境界 上 的 四 个 颖 点 都 是 向 
外 凹 的 . 此 时 12 十 | oj” 一 1 落 不 成 一 出 性 集 . 宴 袖 上， 当 
7 过 1 时, 我 们 不 能 以 (xv |? 十 | zs]?)? 篇 模 . 

定理 1。 楼 性 有 模 空间 中 的 球 是 具有 内 蒜 的 山 性 点 集 ， 

证 明 ” 当 性 朋 时 ,不 妨 假 定 球 心 是 x = 0, 年 径 是 1. 裔 ozo， 
是 球 中 任意 十 点, || zj 入 1 | 和 ;| 之 1, 草 当 4 守 0,a+B=1 
时 ， 


lari + Br eallwll+ Blzl<a+B=1. 
单位 球 含有 内 点 是 显然 的 , 事实 上, 适合 i x 二 1 的 x 都 是 
它 的 内 点 。 功 朋 完 办 . 


例 发 内 是 2 中 适合 S(z) = 人 2203 之 1 的 一 切 x% = 


Ln 
二 (XT:, 02) 所 成 之 集 , 则 型 具有 古 往 , 但 是 鞭 不 售 有 内 点 . 
事实 上 , 当 % 与 y 都 属 灵 1 时 ,对 於 通 合 < + B = 1 的 正 数 
“和 B, 成 开阔 
Em(arn 十 Byrn) = a23(2) 十 BIS(y) 十 DaBEn, ym 
< [av S(z) + BMVS(WDP S(t+ BYE. 
所 以 az 十 By《 开 .M 关 共 一 切 坐 标 轴 是 对称 的 ， 就 是 羡 当 (zi+， 
Ct) MM 含有 (Ny 一 < M. 
-因此 假如 让 含有 一 个 球 OC(z, 0) 草 必 合 有 0( 一 9p). 因 履 
的 喇 性 ,由 O(z,2) 与 O( 一 2 0) 所 过 成 的 “圆柱 ”全 属於 用. 和 
个 圆柱 舍 有 以 原点 篇 中 心 之 球 , 当 。 其 小 时 ,点 
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[3 [3 
X= <， 可， 0 克 ， 。 


麻 该 属 蕉 MX, 但 是 3w? (二 ) = co。 由 是 可 知 W 决 无 内 点 . 


E 
所 


定理 2， 三 性 点 集 的 包 具 有 山 性 ， 主 多 三 性 点 集 的 通 集 也 具 
有 呈 性 . 

证 明 设 z 与 y 是 凸 性 点 集 1 的 包 M" 的 任意 两 点 , 那 未 M 
必 有 如 下 的 雨点 4 和 Db: 

Tr(a, X) < e, (0b,Y) < s, 
< 是 任意 的 正 数 . 党 2 守 0, h 宇 0,at+ B=1 肝 ,ag++Bb 属於 1， 

另 一 方面 从 

| (ex 十 By) 一 (cd + Bb) allz—a BY 一 < e， 
知道 7(cz 十 By,ad 十 8Bb)<<e. 故 ax 十 By Mo MM? 是 一 是 性 
点 集 . 

假如 zw 和 3 是 同性 点 集 的 通 集 中 任何 雨点 于 未 xy 属於 通 集 
的 任何 因子 ,因此 属 众 通 集 .所 以 通 集 也 具有 是 性 ， 定 理 姓 举 . 

含有 点 集 4 的 ' 最 小 的 ? 凸 性 于 集 , 称 需 4 之 于 的 凸 包 ， 

有 模 的 厂 性 空间 忆 中 % 十 1 个 点 zo,…, 2zof 在 党 能 的 意 
闵 是 :其 中 任何 三 点 不 在 一 直线 上 ,任何 四 点 不 在 一 平面 上 , … 任 
何 +1 个 点 不 切入 一 个 灼 空 昌 中 . 在 常 能 的 7 二 1 个 点 21.…， 
zntl 之 了 的 凸 包 , 称 篇 一 个 % 准 的 单 祁 秸 构 , 称 过 些 点 X1,…, wn 
篇 此 辕 构 的 顶点 .。 光 是 一 点 的 话 , 着 是 一 个 零 礁 的 单纯 类 构 .一 
维 的 单纯 结构 是 一 直线 毁 ， 两 礁 的 埋 纯 千 构 是 -一 三 角形 。 三维 的 
单 闵 千 构 是 一 四 百 体 .。 

当 wi …, zn 在 常态 时 , 其 中 任何 大 十 1 (<2) 个 点 形成 
一 个 天 维 单 纯 结 构 ， 厌 演 样 的 天 准 单 结构 篇 原来 的 ?和 维 单纯 和 粘 构 
的 一 个 训 维 境界 .例如 以 44, 44 篇 顶 点 的 三 锥 单纯 辕 构 (4, ?5 
ly 44) 的 二 维 境 界 是 
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(bh bla, (1), (Co, 本 1), (Ub, La), (12, ba, 1) 
一 条 境界 是 
(bh, boa), Ch ba), CD db), (lz, la), (Ua, ba), (Us, 4), 
0 锥 境界 是 4, ja, 
定理 3。 7 区 哩 本 千 构 (zu …, znn) 是 沉 合 
X= aa 十 …。， AntiNntl (1) 

yO = 1 2)，o 十 … 十 an+l 一 上 
的 一 切 站 z 所 成 之 集 ， 

证 明 显然 地 (1) 所 表 过 的 点 集 是 一 凸 的 阴 集 ， 此 集 含 有 和， 
22 Crh 诸 点 。 另 一 方面 , 含有 2 wnti 请 点 的 凸 集 必 须 包 
含 (1) 所 表 的 Xx。 因此 ，(1) 所 表示 的 之 全 体 是 售 有 人 XL,…*， Xn+l 
的 最 小 巴 即 集 .定理 攻 毕 . 

线性 有 模 空 并 R 上 所 定 闵 的 醉 数 (2), 称 需 证 画 数 (前 面 所 
吝 的 是 R 的 元 素 是 本 数 ， 现 在 不 一 定 以 商 数 篇 元 素 )， 当 XE 
时 , f(x) 有 一 定 的 数值 . 

当 Ze ,yy& 刁 时 ,假如 1(%) 满 是 关 傈 

f(az 十 By) = af(%) 十 Bf(y) (a, 有 都 是 数 )， 
那 未 我 们 部 Kx) 是 一 钱 性 泛 丽 数 . 对 於 。 之 0, 假如 有 8 > 0, 党 
7(z za)<< 了 用 
|f(%) 一 天 za)|<e 
成 立 ， 称 儿 %) 是 一 当 粮 的 粮 性 沁 询 于 ， 


so oo © oe © 0 0° oo 0 ¢0 * 
oe + 0 * 
ee 


4 & 。 4 ee 。 


启明 (一 ) 设 wn R， fr) > fm0)， 我 们 要 和 从 yn 《R， 
yn 一 Yo 六 出 f(y,) -> f(yo). 事实 上 
f(yn) = f(¥Yn — Yo Wot Yo — Xo) 


44g8 


实 区 其 沦 


= za 二 (Yn — Yo0)) 4 f(yYo on) 
> F(X0) fyo — Xo0) = (Yo). 
假如 有 常数 尺 对 伶 记 中 任何 z+ 使 |x)| 夺 尺 xX 上 时, 稀 f2) 
假如 A(z) 不 是 有 和 界 , 于 未 对 於 % 有 zx 适合 
[f(zn) | > 11 zl. 


ya = 0 但 是 
nl ws | Nn 
1 (2 ) | = fx)| > 1. 


nz ll 
由 是 当 /0) = 0 时 , f(z) 在 x = 0 是 不 连 种 的 . 车 1(0) 闫 06, 那 
未 位 . 
2 一 了 (0) 的 请, zn 一 0 
nl 2 
由 办 
1f(z2n) | > 21f7(0)1. 
1%) 在 x = 0 也是 不 连 种 的 . 由 是 可 知 (三 ) 疲 江 . 
(二 ) 假 如 六 2) 是 有 界 :|X) | 二 入 |x 那 末 党 zw 一 0 上 时， 
[f(za) | NI z= 0. 
所 以 f(x) 在 x = 0 是 连 积 的 , 方 是 一 个 连 积 污 丽 数 . 定理 杂 举 . 
和 172)1| 
一 | 
fl = a Tz 
和 起 线 性 沪 画 所 7z) 的 模 。 
现在 从 7% 稚 的 欧 灵 里 得 空 且 5 中 定义 沪 洲 f(2) = 四 十 
十 aaxz 十 … 十 an 要 求 出 | f(z) ||. 过 个 六 z) 是 2 一 (2 …， Wan) 
与 @ = (om ao) 的 两 个 向 量 的 数量 乘积 (7,4), 力 是 一 个 碟 性 迁 
曾 数 .事实 .上 ， 
f(ax + By) = (az + BYy,&) = af(x) + BFCY). 
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又 从 | Fa) | -lz ial| 知道 1(xz) 是 有 界 , 因 此 , f(x%) 是 连 各 
的 。 最 后 ,从 
za 和 {f(a)| = (a,4) = || a 上 ,知道 
f= lall. 

对 众 竺 性 有 模 空 间 以 上 所 能 定 狗 的 一 切 钱 性 污 画 数 所 成 之 集 
RK, 我 们 作 如 下 的 规定 。 当 方 《 BR, 所 《二 上 时, 定 f = 刻 + 记 篇 如 下 
的 证 画 数 :等 式 用 x) = 有 (7z) 十 (7X) 澳 於 于 中 一 切 x 成立 , 将 
还 种 了 添 入 尼 ， 那 末 f 《五 , f 关 0 的 话 , 上 |f| 计 0, ||af| =|al 
i 
Bmax fA pr 
由 是 , 及 成 一 有 模 米 性 空间 , 称 五 篇 慷 的 共 辐 空间 . 

定理 5。 粮 性 有 模 宣 间 的 共 钊 守 间 是 一 已 全 蒋 窜 间 ， 

证 明 设 及 是 的 共 塌 空间 ,我 们 要 落 朋 记 具 有 完备 性 . 设 
{fn) 是 玉 上 之 一 烈 的 缕 性 沁 画 数 , 它们 具有 “基本 性 质 ” ,就 是 说 : 
潮 於 6。 汪 0, 有 六 当 双 盖 妈 全 人 时 | 产 一 访 和 <s， 由 是 

| js(2) — fm(2) | fm fnll :lz lellz | 
在 下 上 成 立 . 所 要 征明 的 是 mm fn(%) = jz ) 也 是 尼 上 一 个 粮 
”性 污 丽 数 ， 事 实 上 ， 
flax + By) = lim f(ax 十 By) 
= lim afn(x) + lim Bfn(y) 
= af(x) + Bf(Y), 
取 六 适当 地 大 , 使 上 入 一 fx+z 过 1 当 n 之 六 时 对 从 任何 2 之 0 
成 立 . 因此 和 从 | 入 fp 过 lin 十 1 得 到 | f+p(2) | 委 (人 关上 十 也 ， 
|z|。 仿 2 一 co 即 得 
ljim | js(z)1 = |F(%)| (e+ fr) zl 
所 以 f(x%) 是 一 个 有 界 的 线性 证 画 数 . 由 模 的 定义 , 名 於 se 盖 0 有 
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fi < ire) — f(xe) | 十 E 
| || ve | 2 


Ve Ve EE 
z (T+ 
右 端 党 2 之 叉 时 ,小 从 6 此 时 上 所 一 有 二。 由 是 
imjl 和 1 = IF 


定理 用 举 ， 
假如 空间 到 中 有 一 系列 的 点 eu ea … 共有 如 下 的 两 个 性 里 : 


第 一 ,对 从 任何 实数 zu za …, 和 zeze0, 除非 好 十 … 十 2 一 0. 
第 二 , RE 中 任何 点 x, 有 实数 列 2 Xo,… 适合 


4 一 Will 十 Xo 七 "os 
此 时 称 eu eu, … 篇 R 的 基础 . %% 灯 的 空间 Rs 具有 如 下 的 基础 
Cl1 一 (1, 0， 0)， 


en 一 (0,0，…，1)。 
设 f(x) 是 R。 上 的 米 性 泛 丽 数 , 旭 当 X= 20 十 … 十 zz 了 时， 
f(2) = fv + fats TF + fritn, 
但 = f(e,)， 若 Rn 是 欧 克 里 得 空间 Bn, 则 因 
lz = w+ 十 2 
我 们 得 到 


1z) | VAT 
zl . 


册 於 FAhes 十 … 士 产 eo) 一 下 十 … 十 让 ,所 以 

1 Kxz)1 = w 丰 十 …… 十 大， 
由 是 可 知 Bs 的 共 垢 空间 也 是 欧 埠 里 得 空间 ， 此 空间 的 基础 是 妃 ， 
0 fn. . 
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设 % zw … 都 是 巴 拿 替 空 间 RR 中 的 点 ,具有 形式 > cz 的 


点 的 全 体 成 下 中 的 一 集 以 , 我 们 能 杂 于 的 包 M? 成 一 线性 空间 ， 
事实 上 , 和 当 x%《 Mo y《 2 时 , 球 O(x,e), 0(00s) 分 别 含有 对 的 
点 Xs 和 ze. 和 从 
| az 十 By—are—aye lS |iel 2 一 ze + |B1. | y—vell 
sllal+181), 
知道 cz 十 By 《 Mr?， 稀 M2 是 由 {4) 壮 生 的 子 空间 ， 
定理 6. 和 (Hahn) 奥 巴 拿 赫 的 定理 ]. 由 


» © ® © ET 
so oo 


(i) 当 2 < 时 ， F(z) = fs), 
(ii) | Fllr = | Ff lls. 
恕 明 发 xo€ 妃 , 将 xo 和 与 召 相 精 合 而 得 RR 之 一 子 襟 加 孔 . 窑 
二 中 的 任何 点 y 都 可 以 写成 
| y= trot 2, EE. 
假如 定理 中 的 (ZY) 存在 , 那 末 
EN) = th(%0) + fw). 
是 FE(zo) = 一 c， 划 得 PFCV) = 人 YX) 一 ct. 我 们 要 苯 不 四 空间 的 
摘 大 而 模 有 所 增加 .首先 叙 明 我 们 能 选取 , 使 
Hz) 一 时 所 让 Fe 二 txzoll 
济 礁 巨 中 任何 % 成 立 。 各 是 必须 而 且 只 须 
fx)— If s+ tr etefz) + fH :iy + toll 
对 於 zx 如 成立 ， 此 式 等 价 大 
fz)— fz+elleeefz) + iF: | zo + 2 
但 z€《B. 设 2z' ER, 2 € 忆 ,出 和 从 
f(z") — f(z) SF a" — 2) < 
守 上 f-jg 寺 ol 十 放 iz’ 二 和 用， 
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得 到 

fz) — HF + vol FD) + fz + woll. 
当 2 和 z” 分 别 在 恕 中 楼 吉 时， 设 上 式 左 端 之 上 界 篇 c",. 右 端 之 
下 界 篇 c', 刚 co" 和 c'.。 现 在 取 如 下 的 c: ec 之 oc 之 0 在 已 作 
Pi(z) = f(x) 一 ct， 则 Cc 就 满足 上 述 人 条 件 , 而 中 本 中 = 中 f 诈 ， 假 
如 尽 是 一 可 析 * 空 间 , 那 未 存在 在 中 到 契 稠 密 的 蒜 列 xo, 21,… 
顺 砍 作 线 性 空间 吾 , B,,…， Eh 是 和 将 za 与 刀 , 辕 合 而 成 的 ， 又 
作 相 应 的 钱 性 总 画 数 乌 列 下, F, …, 其 模 都 相等 : | 下 | = | 并 
(n=1, 2, …)。 十 样 就 获得 如 十 {xn} 上 的 一 个 嫉 性 泛 丽 数 (x). 

对 於 闷 中 任意 一 点 x，{zxn} 中 有 子 列 {yn} 收敛 本 x。 因 此 
F(yn) 一 石 (2 ). 又 和 从 

IF(za) (IF: | rn 

得 到 | F(x) | 过目 .iz 由 是 可 知 呈 f= 由 fl 川 ， 定 理 杂 
毕 ， 

系 涂 忆 大- 性 有 模 突 间 , 放 是 一 下 数 ,时 办 中 之 一 - 定 


. 0 0 eo oe +« 


f=M 7 奥 fo) = Mlzol. 
证 明 事实 上 , 一 和 维 空间 上 的 粹 性 汽 画 数 f(tx0) = tM zo 
的 模 是 1。 由 巴 拿 薪 与 漠 的 定理 . 此 沪 本 数 矿 z)(z = to) 可 以 延 
拓 於 全 空间 瓦 而 不 增加 其 模 , 囊 明 完 毕 . 
现在 研究 楼 性 有 模 空 间 BR 的 共 琶 空间 的 共 二 空间 的 性 质 . 就 
是 说 要 研究 第 二 共 王 空间 站 的 性 针 ， 发 加 是 下 中 的 一 个 定点 , f 
是 总 的 任 一 元 素 ( 和 过 是 下 上 的 绕 性 证 酚 数 ). 由 xo 和 所 决定 的 数 
f(x0) = yalf), 
适合 下 面 两 个 天 你 : 
ya,( of 十 Bla) = ays(f1) + Byz (fa), 


* “可 析 ? 证 个 人 条件 ,事实 上 是 多 鲜 的 ， 需 简便 起 见 , 光 是 在 可 析 空 间 中 来 榴 明 定 
理 ， 
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(of) NEE ol FL. 

所 以 yr,(f) 是 在 尺 上 所 定义 的 一 个 有 界 粮 性 汉 画 数 . 我 们 将 f(2) 
写成 比较 具有 半 得 性 的 形式 (/ X) 一 -类 似 雨 个 人 向 量 的 数值 乘积 
一 一 固定 及 中 的 f, 它 是 .上 的 泛 画 数 ;固定 忆 中 的 w 它 又 是 五 
上 的 泛 丽 数 . 

得 磅 一 来 , R 中 的 元 素 > 之 模 上 外 2z ,具有 如 下 的 两 种 意义 :第 
一 ,将 ?+ 当做 有 模 空 间 ER 中 的 元 素 看 ,自然 有 它 的 模 上 + 中， 第 二 
将 2 看 做 上 所 定义 的 证 丁 数 ,也 有 它 的 模 . 记过 个 模 筷 | 上 zi. 
我 们 要 胸 


Nz = lz ia. 
设 了 《ER 则 |(Ff, x 站 迄 旧 fz 中 所 以 
sl max I = | ls. 


另 . -方面 ,由 已 拿 赫 奥 漠 的 定理 的 柔 , 对 内 xX《 瑟 , 必 有 粮 性 近 
画 数 九 让 合 [yo x)| 三 ei| ” {zll. 由 是 


iz = max (fx) 
1€R ||¥ jj 
上 zi = 1% lh. 
我 们 疏 明 了 下 述 
定理 7。 设 素 是 粮 性 有 模 空间 尼 的 共度 空间 | 那 末 忆 是 中 之 


共 吉 罕 间 及 的 了 集 : Rc 

设 RR 和 RE 是 十 个 有 度 的 空间 ,党 xX%《 有 时, Ri 中 有 了 唯一 的 元 
素 y, 适 合 y=0(2). 且 当 《Rw 《 R,y=U(2), Y=U(Y') 胖 ， 
成 立 着 T(x%, x2’) = TO VV)。 此 时 称 Y = “(是 一 个 容 浊 机 换 . 
从 上 面 所 识 ， ,等 下 可 澳 锥 及 中 了 入 


CE 


和 和 


光 里 得 空间 BE, 不 但 能 回 照 区 自身 , 薄 且 吾 , 的 瓦 ,已 经 是 玉 ， 空 
彰 忆 也 是 如 此 . 殉 误 与 二 都 是 正 数 ,其 和 等 拓 1 , 划 因 加 = 0 
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i 一 lp 斯 以 lp 一 i, 
现在 考 包 空间 6, Cc 是 由 如 下 的 元 素 

X= (Xs 0 )，2n 一 0 

所 成 的 , X= max | zn |， 在 Cc. 上 定义 着 有 界 沈 画 数 
f(%2) 一 Ef Xn, fn 一 fln )， 

也 
一 一 人 一 一 一 一 
ln = (0,..…,1 


? 0， pp 。 
党 三 | 户 | = 4 之 co 时 ,显然 地 ， 
一 [f(z) | 
1 = max fe) | < 


| 
此 时 ,到 适合 的 2, 可 使 Kz) = 依 )| fn1(N 是 一 整数 ). 取 入 芒 大 


可 使 和 x) 其 近 从 4, 同时 可 使 由 21 = 1, 由 是 可 知 | 站 | = a 
由 六 2) 的 有 界 性 ,我 们 易 发 三 | /| 必须 收 化， 
题 集 2 = (Don 0,…)(2 = 一 1 2 …) 在 2 中 是 到 七 稠 
密 的 ;由於 z= 00 十 zzb 十 … 十 Ynln, 所 以 
F(X) = wf tt nfn. 


由 内 Kxz) 的 连续 性 ,过 些 数值 人 ) 户 可 以 唯一 地 决定 jz)。 
1 


因此 f(z) = S, 六 zw。 就 是 : “上 所 能 定义 的 有 界 帮 性 泛 丁 数 ， 


限 於 过 种 形式 。 和 过 种 证 画 数 构 成 c 的 共 刘 空间 5. 假如 Fz)E5， 
则 jj = | 所 |, 共 二 空 间 5 是 由 如 下 的 数列 ” 
(fi fo, “1 ), 之 | fa | << cc， 
所 构成 的 。 叉 由 
t= (v2, .0), | 3) = | ,|< 0, 
所 决定 的 空间 , 它 的 共 地 空地 是 由 
f= (ff ), fl = maxifl<o0 
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所 楼 成 ,记过 个 空间 (有 界 数列 的 至 体 ) 篇 n. 

空间 e 与 空间 7m, 决 不 是 称 肖 一 个 等 距 多 换 ,可 以 从 道 个 得 到 
那个 的 . 事实 上 , 当 2 ww,…' 都 是 有 理 数 尘 ,一 切 点 (XI mo， Tn， 
0, …) (2 二 1,3,…) 在 c 中 是 到 处 稠密 的 ， 因 此 c 是 一 可 析 空 
间 。 但 是 mw 莫不 是 可 析 的 ,6 决 不 能 回 照 於 自身 . 

8. 元 素 氢 列 的 弱 性 收 敦 ( 弱 印 ) 与 讨 匡 数 用 列 的 弱 ( 性 收 ) 旬 
设 {zx! 是 各 性 有 模 空 并 中 之 一 元 来 化 列 (点 则 )。 假如 {| on 站 
是 有 界 * 莫 是 


f(xn) > f(T0) 
对 认 瑟 中 任何 了 成 立 , 那 末 属 :{zo} 弱 合共 zo 
定理 1 履 fzv1 是 生性 有 守明 有 中 过 一 有 有 半 昧 列 ( 队 汪 台 
上 zai 筷 M 放 之 oo0). 假如 A 是 及 Ce (A) 


* eo + * 4 


， fn) -> f(z0) 
对 友人 中 任何 了 成 立时 , 17s] 强 钱 办 zo. 

证 明 ” 设 帮 上 忆 ， 直 假 届 ,(A) 中 有 {j(z) 收 仇 亦 广 -一 就 是 
发 , | 疡 -- 了 一 0， 我 们 要 及 f(xx) 一 了 (zo), 和 从 

IF) — f(z0) | | Fn) — fr(rn) | + 
二 | f(rn) — fr(ro) | 十 | fr(ro) 一 f(xo)| 

fo fell la) t | frrn — wo) + | fem fH: Hwoll. 
由 假设 ,第 一 项 和 第 三 项 当 % 一 > co 时 趋 近 於 0. 又 由 於 有 & (A)， 
所 以 大 (2 一 zo) 当 2 一 co 时 殉 近 於 0. 因此 首先 取 记功 大 , 然 繁 
取 妈 全 NM,， 则 得 

[f(zn) — f(z0) [< e (n>N). 

因此 (xn) 一 了 (Xo). 定理 广 举 ， 

当 Xn 一 zol 二 0 时 , 稀 {Xn} 强 钱 认 to。， 电 办 


* 从 f(zn) 一 ro (Fe6 匹 ) 可 以 说 出 llzol = O (1). 溃 庄 , 篇 简便 和 ,六 
xz = O (1) 作为 一 个 条 件 。 
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(f(g) — Fro) | EF: wn — woll, 
故 党 12z*} 强 化 区 mo 时 , 它 也 弱 仇 其 Xx。。 能 敛 的 丁 列 林 必 强 仑 。 例 
如 在 4 中， 
en 一 (0,0,…,0,1,0…)(1 = 1,2,..…) 
”是 一 弱 钱 的 点 列 ; 事实 上 ，5 上 所 定义 的 任 一 线性 证 画 数 (x)， 
2 = (0 …), 都 可 以 写成 一 国定 的 向 量 
& = (0 Oa os Ons "*) El 
与 x 的 数值 乘积 (xX, 0) = Zanzxn 三 大 2)， 由 过 
f{en) 一 (en 0) = On. 

由 於 aw 王 0, 所 以 f(en) 一 0, 但 是 1e%} 革 不 强 敛 雁 任 何 元 素 . 

苞 该 留意 的 是 :在 有 限 状 窑 则 中 , 强 敛 和 亨 刍 是 同 -- 件 事 . 事 
实 上 , 当 


Yr 一 (向 ， %, "3s 2 !) 


弱 伊 外 2 = (z0， ze …, xm) 际 ,极限 lim f(…) 一 定 存在 ， 特别 


取 f(X) = (2z,e,) (v = 1, 2, … ,7), 刚 f 
(Vhs e,) 一 ((x®, "yy wh ), (9, "ys 1, ” , 0)) 一 0 好) 。 因 
\ 一 一 .一 一 
D 

此 ,当天 一 co 蛙 , lm zw) 都 存在 寅 

lim x = x Xo = (KD, rh)), 

km 
则 


(zs tn) = MLO 一 2 六 十 十 (2 一 2 0, 
所 以 {zo 强 化 臣 ze。 强 伍 必 胖 化 ，zo 必 等 於 >， 
但 是 % 不 能 展 到 oc, 痢 就 是 说 : 在 中, 能 敏 的 确 坟 弱 亦 强 
仇 . 设 4 2 … 的 全 体 篇 A, 则 (A) 在 5 中 到 处 称 密 .因此 
TE = (XH, TH, 0) (k=, 2 ) 

吕 煞 的 充 要 人 条件 是 一 切 权 限 

lim(zx, e,) = lim wh) (p= 1,2,..) 

E> 天 一 cc 


都 存在 .但 是 过 些 极限 的 存在 鞭 不 含有 {Xi 的 强 钱 . 
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设 {f(z)) 都 是 是 入 性 有 模 空间 情 上 所 定 装 的 重 性 泛 国 ， 它们 
的 模 目 f%(% = 1, 3,…) 是 一 有 界 数列 , 假如 六 於 BR 中 任何 x， 
篇 全 一 co 上 时 户 (xZ) 收 仇 从 线 性 证 画 数 灰 z)， 我 们 称 {fn) 绊 合 施 
fz). 当 {P(z) 强 伍 认 AZz) 时 , 它 必 红 仇 区 zh)， 


例 “发 有 如 下 的 正 值 束 态 西 数 列 {gn(t)}: 党 1t| 宇 二 肝 ， 
grn(t) 等 从 0， 
gn(t)dt =1 (n=1,2, ;0<0,0>0). 
假如 x(t) 在 [a, 5] 中 是 一 连 积 画 数 , 那 末 
lim /go(DXbDat = x(0). 
事实 上 , 左 端 的 积分 等 众 


1 
x(tn) 人 ga(t)dt = X(tn), 


但 一 上 一 二 由 是 线性 证 本 数 
F(x) = 人 ga(t)x(t)dt 


敛 於 一 个 画 数 5(t}， 将 上 面 的 极限 方程 通常 写成 


[5 0t)x(tyat = x(0). 
更 一 般 的 写法 是 
人 X(t)6(t — to)dt = (tbo), 


但 & 一 古 过 bo 有 时 窟 此 省 责 篇 54x(t), 在 量 于 力学 中 , 黎 6(t) 篇 
迪 拉 克 (Dirac) 的 6 函数 .一 切线 性 污 画 9ux( 妃 所 成 之 集 4 的 粮 
性 包 集 (A) 在 C[4, 5] 中 是 到 在 稠密 的 .因此 管 

GiXn( t) -> Gx(t) 
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对 於 任何 61。 成立 时，Xn(te) 一 X 芷 ) .所 以 弱化 的 连 炉 画 数 列 
{Xn《t?)} 是 一 均匀 有 界 的 收 钱 阔 数列 ,但 是 此 素雅 不 包含 均匀 收敛 
性 .这 是 容易 举例 说 明 的 :例如 


Xn(t) = Sint+t 2 十 + Sm 0 < tA 97. 
hn 


ee 


会 明志 忌 的 可 析 性 , 中 有 一 到 处 稠密 的 元 素 列 zza… 
设 记 ,fo,… 是 一 有 界 的 一 一 上 | f= 0(1) 一 一 城 性 敏 和 泛 画 数 八 列 ， 
则 户 (2)(2 = 1 2, …) 是 一 有 界 数列 。! 轧 (z)} 必 有 一 个 收 敏 的 
子 列 {fp (21)} 。 | 

同 柑 {f5,(%2 半 中 有 一 个 收 但 的 子 列 {fo,(72)), {fo,(zs)} 中 有 
一 个 收 仇 的 子 烈 访 ,(zs)} 等 等 . 因此 , 涡 画 数 敏 列 

fo (2), fa tT), fr 2),»: 

在 点 烈 !znj 上 政和 化 . 但 入 < 生生 < 天 …。 因 此 它们 在 忆 中 到 让 
政和 伍 ,所 以 成 一 弱 收 倒 的 子 烈 。 定 理 苹 尝 ， 

我 们 考 钻 如 下 的 表 题 : 在 定理 2 所 述 的 情况 , 能 否 於 下 中 引 
. 进 一 种 距离 的 概念 ,使 站 的 任 一 有 界 子 集 具 有 第 密 性 ? 回答 是 肯 
定 的 , 囊 实 上 , 当 刻 和 望都 属 伶 刻 时 ;我 们 定 闵 

7(f, fo) -5 [f(xn) — fal en ) | (1) 


n= 4 || wn | 
{znj} 在 中 是 万 臧 称 密 的 一 一 的 话 
rth) < th = 圳 六 二 | 户 有 D， 


总 就 成 一 个 有 度 的 空间 ,过 是 容易 明白 的 。 直 是 可 述 
系 设 廊 是 可 析 的 炎 性 有 模 空 间 R 之 共 都 空间， {xn} 是 中 


ss ee oo a0 ee « 4* eo +。 
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9. 9 生性 运算 子 屋 忌 和 五 是 两 个 书 拿 薪 空 间 , 瑟 是 灵 中 的 
一 个 点 焦 . 设 由 上 晓 照 法 4 将 下 单 值 地 上 师 照 於 R', 就 是 说 : 当 26E 王 
时 ,好 有 元 素 y 对 应 从 5: = 47. 此 时 我 们 说 y = 4% 是 了 上 
所 定 闵 的 一 个 这 算 子 ， 假 如 党 tw1《 X，mme XX 时 ,等 式 

A{azi 十 ars) = oAxi 十 QsAsrs 

对 雁 任 何 实 数 m, ve 成立， 那 末 我 们 就 说 4z 是 一 个 禾 性 运算 子 ， 
假如 有 常数 六 使 | 4zi 委 戏 | 对 巩 王 中 一 要 2 成 立 ， 那 未 
称 47 证 一 有 呈 的 矿 竹 带 算 村 ， 对 於 任 一 正 数 s, 假如 存在 着 仅 三 
ss 有关 的 正 数 9, 当中 的 雨点 2 ww” 图 的 距 购 小 於 5 上 时 , Ax' 与 
42 ” 南 的 距 岂 小 认 6 那 末 称 42 是 一 连 着 的 米 性 盈 算 于 ,前 面 说 
通 , 半 从 线 性 泛 画 数 ,有 异性 仁 连 黎 性 是 等 价 的 ， 此 事 可 以 推广 到 
线性 洒 算 子 一 一 线性 泛 画 数 是 特征 的 线性 运算 地， 

定理 1。 对 礁 缕 性 运算 子 , 有 界 性 伍 连 苇 性 是 等 价 的 ， 


纺 明 ” 当 和 线 性 过 算 子 hz 是 有 界 时 ,从 
1 Az — Az'I| = O (lz — al) 

-知道 它 具 有 连 炉 性 . 假如 4z 是 无 界 ， 那 未 对 锥 自然 数 公 有 zn 

适合 伶 | 4Aza | 之 | zs， 是 ma zs = ys， 则 


的 模 大 於 1. 由 连 炉 性 , lim Ay, = 4(0) = 0, 各 是 早上 | Ayn ||>>1 
相 冲 突 的 , 因此 42 是 有 界 的 .定理 辟 举 . 
现在 研究 将 % 稚 襟 间 RK 映照 到 Rm 上 的 线性 泽 算 性 泽 子 Ax 
的 一 般 形式 ， 设 Rn 和 Rm 的 基础 分 别 篇 
ep Cn 和 61, 2, "°° Em, 
那 未 4e, = Qiei 十 Woes + 十 Omém. 因此 
42 = 3S) ,Ae, = -De (6 十 … 十 Gymém) 一 


wl 


= ds + 0ass 十 ， 十 Css 


但 凡 一 Od tn = 

对 外 Az 有 常数 形 使 不 等 式 上 47 上 过 可 zx 对 於 下 中 一 
切 成 立 上 时, 称 4z 篇 有 界 . 记 通 合 大 此 不 等 式 的 必 之 下 界 篇 4 
过 是 线性 运算 子 4z 的 模 . 

定理 2 假如 靠 性 至 算 子 Ax 是 有 界 那 未 
1 上 

| 

体 明 设 || 4。 3 a | = 1 上 的 最 大 值 篇 w。 首先 荐 上 朋 
站 4 之 ec。 由 = < 的 定 雯 ， 对 扒 e 盖 0, 及 中 必 有 ze 适合 

zs 

由 是 可 知 站 41 < 一 s 上 4 之 a, 但 是 1 41 盖 < 是 不 可 能 
的 , 示 则 从 

! | <a=|Al— Al = MMINAN) 
得 到 A 即 41 过 a 的 矛盾 ， 定 理 隶 办. 

性 回炉 汉 算 于 4; 和 4, 都 把 巴 拿 许 空 半 互 映 入 座 巴 合 

各 空间 到 中 ， 则 当 x 《加 上 时， 元 素 4i7 十 A2x = yy 属於 歼 ,以 此 
式 定 潭 算 子 4 十 4。 的 意义 , 称 它 篇 生生 4 之 和 . 当然 4 十 4 
也是 线性 到 算 子 . 

定理 3 若 4 = 4 + 4 是 4 与 4 两 由 算 子 的 和 , 则 

41 和 | 有 + 中 4 |. 
体 明 ”由於 上 | 4x 等 於 
| A + Az Axl + Axlie 
扫 (4 站 十 十 4s1 是 zx， 

所 以 | 41 科 1 4 十 1 4、 定理 壁 尝 . 

定理 4， 设 入 与 4s 分 别 是 全 由 从 用 届 公 上 的 杰作 
莉 滨 算 于 ,于 本 沪 画 4o( 4iz) 
蕉 上 4: 中. 1 4。| 


中 = Pax x AX| = max 
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钵 明 事实 | -41.42z | 等 於 

ji As Aw) | ji A A A A :zl. 
所 以 | A14, || 魏 | A | ” | 4， 二 令 明 竺 

恋 有 泽 算 子 ?,， 它 将 巴 拿 赫 空 间 马 上 映 人 杰 巴 拿 薪 空间 妃 中 ， 
就 是 这 , 当 %《 五 时 ,已 中 有 2 适合 了 Tc = y. 更 在 假如 互 中 任 一 
元 这 y 有 一 个 也 只 有 一 个 元 素 2z《 三 送 合 方程 7。 = y. 还 样 决定 
了 五 ; 上 的 一 个 珠算 子 , 称 乱 了 的 逆 算 子 ,用 记号 

2 一 了 -1 

来 表示 它 . 此 时 和 多 了 是 一 可 道 的 运算 子 . 


了 


ee 


证 明 ”我 们 要 毒 等 式 Ty 十 op) = Ty 十 7 一 光 
大 映像 空间 中 任何 十 点 Y%, Ys 成 立 . 发 芒 一 了 2 oa = 二 7x2, 出 
TH mY + ed) = ti 十 oty = TY + oT Ya. 
何 明 完 办 ， 
定理 5。 有 界 莪 性 泽 算 子 的 这 到 算 算 玫 是 有 雾 的 ， 
首先 建立 两 个 引 理 . 
引 理工 识 M 在 巴 人 入 襟 则 互 中 是 一 到 虑 砚 窗 的 集 .于 未 革 


於 五 中 的 一 个 下 大 9(y 天 0), 中 的 存在 区 素 yn(% 一 1，2，…) 
适合 


y= tt 
钵 明 ”{yx} 可 以 用 如 下 的 方法 作成 . 音 先 取 闪 所 全 
me al Ny — wl alyl 
然后 从 4 顺 实 取 ya, ys … 如 下 : 
上 一 太一 狗 一 … -mll< Yl. 


填 样 选取 {yx} 的 可 能 ,是 由 於 柑 在 记 中 的 稠密 性 。 由 是 
lyr 过 中 yi 十 一 十 久 一 9 十 | 一 2 一 一 一 yp-ij 考 
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娩 明 完 举 ， 
引 理 2 识 马 拿 粮 容 旭 如 可 以 分 成 可 列 短 限 个 集 召 一 Mi 二 


+ Ms 二 …， 那 未 至 少 有 一 个 Mn。 在 某 一 球 中 是 稠密 的 . 
证 明 假设 ME ME Ms E …, 进 是 不 妨 的 。 假 如 任 一 Mn。 
在 任何 球 中 都 不 秽 密 , 那 未 任 取 一 球 So, So 中 必 有 一 球 总 不 合 有 
Mi 的 点 ,Si 中 有 一 球 Ss 不 含有 MM 的 点 ,等 等 ， 由 是 
So DD S11 SoD, SM = 0. 
由 於 五 是 一 巴 拿 赫 空 旧 所 以 15。 至少 舍 有 一 点 +，w 《 但 是 
Ze Mn(n = 1, 2,…), 因 此 x《 厂 , 过 是 矛盾 . 引 理 司 畦 。 
定理 5 的 证 明 设 及 中 适合 TY 万 ||y| 的 一 切 Y 所 
成 之 集 篇 Mi, 则 柬 = EMi， 由 引 理 2, 有 一 个 1 在 某 一 球 So 中 
到 夏 笛 密 ， 迹 
Yo EE Ms, 0<B<a 
我 们 考 虞 如 下 的 球 融 
P: B<Iz— Yl a 
将 卫 平行 移动 使 其 中 心 符合 冷 坐 标的 原点 ,多 得 新 的 球 珊 Po. 
现在 盖 明 必 有 Mo 在 Po 中 到 不 币 密 . 当 X《 了 时 z 一 Yo《 Po 再 
假设 2& MM 的 话 ， 
[7T3z— yo | Tz + T yl) rd z+ lw he 
nz — yo t+ 2 %l) Amoliz — yoll. 
让 地 2|| yo 
?lo 之 多 有 十 下 


由 My 的 定义 , 2 一 m EM， 故 当 26 Mo 上 蛙 ，2 一 Wo《 Mn,。 由 
是 可 知 Mm 在 Po 中 是 到 不 稠密 的 。 对 於 y6 及 圾 适当 的 实数 /使 
68 一 lay1 < 到 vc. 
因此 2y & Po. 那 末 Mn, 中 必 有 争 烈 { 名 } 收 化 於 2 即 条 一 2%。 但 


第 十 章 线性 活 函 数 463 


是 沉 yz“ wo 时 ,Yr/4 必 属於 Wo 因此 Mno 在 Bb 中 是 到 丰 笛 密 
的 . 
由 引 理 1, 对 锥 y6 瑟 ，Mmo 中 有 {yn} 适合 


加 3 上 
y= Dy ly I< 


设 op 一 Te 欠 风 各 十 十 … 十 Wr(R 三 1,2,…) 必 上 收复 和 於 
五 中 之 一 原 素 2. 事实 上 ,从 


en = 7- | < toll wll < ll, 
得 到 
zl < Sz 3 ny za = 3 m1 yl|. 
汉 算 于 了 了 具有 这 可 性 ， 


Tw = lim( Tw, + Th TL) = YY 
由 是 
t= Ty, ri = TY < 3 ml yl. 
B11 中 任何 Y 成 立 的 ， 因 此 , ?7 一 是 一 有 界 算 子 .定理 从 


假如 召 . 上 的 泽 算 子 To。 和 7 的“ 北 模 7 一 了 小 秦 p, 那 末 
了 在 Zo 的 "p 隘 近 ”. 


定理 6。 在 可 亲 尝 算 陡 7。 之 o = 全， 革 近 的 到 第 子 是 可 
证 明 ” 设 T 和 7 都 映照 吾 於 本 Wa 


(TT 区 中 
0 
设 y=Tz 一 To 十 (7 一 To0Z2. 草 由 了 的 可 道 性 ， 
To51(Y) 一 2 十 737 一 Toz. 


简写 泽 算 子 TT 一 70) 篇 0, 元素 77'(yY) 篇 z, 那 未 


时 
称 
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Ul 过 1, 2€ BE. 
映照 x” = z 一 4z 是 收 糖 的 , 它 映照 加 於 互 中 , 互 中 必 有 唯一 的 
不 动 点 : x = z 一 Ax. 因此 对 於 一 定 的 y, 方程 
= Ty— Ax 
或 是 y = Toz + (T 一 To)x 具有 唯一 的 解 . 所 以 了 是 可 道 的 。 
定理 菩 蛙 . 
定理 7， 设 1 是 情 等 楼 换 则 当 线 性 运算 子 4 的 模 旧 息 || 小 礁 


:0 RICE 


1 时 ，7 = 了 一 4 的 省 运算 子 是 


(1 — A)-!= 4 十 人 十 人 十 …， 
但 4 = 工 
证 明 ” 讼 了 映照 如 认 如 中 ;: 
y = Trx, x Ebb, y Eb. 
由 於 | 4 过 1, 漂 算 子 %' = 9 十 4 和 将 吾 收 乞 地 映 入 於 百 ， 因 
此 台中 有 唯一 的 不 支点 x = 4 十 Ax. 现在 用 逐次 人 迫近 法 ,将 此 2z 
求 出 . 起 zo = 0，7znH 一 2 十 4zn， 则 
一 lo 一 2 十 4 vs = y+ Ay + AYy, 

0 一 2 十 4 十 … 十 人 
由 是 

lim Zu = y+ AYy++ AY 士 … 


L/w 


从 zn+ 王 9 十 有 4xn 得 到 x = y 十 An. 因此 ， 


X= BD Ary, (TI— A)-1 y= Da 
(1 — A)-! 4 
发明 完 
” 设 Y = Azx 映照 巴 拿 斥 空间 名 认 巴 拿 赫 空 关中，g(Y) 是 
忆 , .上 定义 的 一 个 厂 性 汽 画 数 ,就 是 说 9(y)《 于 ， 
因此 (x) = g(4Ax) 是 将 马上 映 入 於 刀 中 之 一 多 性 活 丙 数 : 
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fw) 《五 . 空间 ,中 任 一 g 对 诡 於 B 中 之 元 来 /, 过 是 映照 思 众 
五 中 的 之 算 . 记 此 尝 算 子 篇 4*, 则 f 一 4*g, 称 4 篇 4 的 共 罗 
天 算 子 . 
例 设 由 YY = 4% 稀 Rr 上映 入 Rm, 但 
二 (%1, Tm), Y= (Yi Ym), 


OO 02 Om 
A 和 A=E .oo- ， 
Omi mo "0 mn 


Vi = Aad 十 0iaga 十 … 十 inn 
(2 一 工 ， 2， "ys m). 
篇 g(y) = gi 十 928 十 … 十 9myms 则 


fx) = 9 Ax) = 人 0 = D9: DV aisr; = 
这 一 了 t=1 :二 工 


一 > XIIO; + 9203; 十 … 十 mtrmi )- 
j=1 


因此 
fi = 0st + gmlm; (7 = 1,., 7). 
由 是 
Qn Lo Um 
Cl Uw (mz 


Cn om (mn 


定理 8。 设 4,B 都 是 厂 性 泽 算 子 ,是 一 个 数 , 则 


(A B)* = A" BKA)* = KA*, 
澳 4 也 归 拿 禄 兴 阳 如 其 巴 全 二 襟 旬 友 , 凤 吓 41 一 141. 
证 明 设 广 = g(47x), 太一 9(Bzx)， 则 
+h=yArt+ Br)= 9(A + Bx), 


证 就 是 广 明 4* 十 B* = (4 二 8)*. 又 (KA4) = A* 是 显 而 易 


a 
El 
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见 的 ,由 要 . 
[f(z)| = 19o(Az)|< gl :| Az lol: 141 Hiri 
所 以 ff1 筷 上 ig]| 41.， 着 就 是 上 4*g1 志 是 4 gl|。 因 此 
14*1 入 1 4 ， 设 > 人 五, 则 
42 
1 azil 
由 漠 与 巴 拿 蔡 的 定理 , 有 证 画 数 9g 适合 9(yo) 一 1 和 19|= 工 
由 是 9(4z7) = 上 4% 上 .但 是 左下 等 从 
lg(Az)|= 1A*g|< Al glellA | gl zi 
因此 上 Az 自考 中 4* 和 xz 和 4 上 碾 上 47 从 而 
141 =1 4" 1. 定理 司 黑 。 
10. 广义 本 数 ”广义 醒 数 是 一 种 特殊 的 线性 这 画 数 ,过 个 概念 
最 初 由 沙 波 列 夫 引 浊 *, 和 后 来 由 薛 互 兹 } 等 展开 人 研究 。 
首先 褒 明 空间 ( 忆 ) 的 意义 ,( 刀 ) 中 元 素 是 如 下 的 一 种 本 数 p(z): 
2(2) 在 一 co <<z< co .上 具有 任何 次 注 画 数 9 (x), 2 (2) …; 但 
是 在 茶 一 夺 剖 的 外 部 9(%) 公 等 礁 0.(D) 中 的 收 化 化 列 {9n} 是 适 
合 下 面 十 个 条件 的 丁 数 列 : (i) 有 一 个 区 间 , 在 此 区 间 的 外 部 一 切 
责 数 9p 都 等 於 0, (二 ) 在 此 区 天 中 ,一 切 遵 丽 数 列 
pe), PE os pe), os 
(k= 0,1,..…; 9 = 9 ). 


yo € 五 1， 


都 均匀 收敛 . 
广 闵 画 数 7(9 ) 是 在 (也 ) 上 所 定义 的 纺 性 江 丽 数 , 它 当 pv-g， 
Pr 《DD 时 ,TT(9n) 一 了 (2)， 例如 当 恋 思 是 一 连续 画 数 时 ,线性 诈 
西数 _ 
T(p) = /fp(t)at, pe (D) 


是 一 个 广义 丽 数 . 过 种 了 (2) 是 奥 刀 妃 有 关 傈 的 ,两 个 相 异 的 连 稿 


* 索 波 列 夫 (CC. 1 Co6ores) 1935, 
+ ” 薛 丐 范 ( 工 . Schwarz). 
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而 数 天 (t) 和 户 (t) 决 定 着 两 个 不 同 的 广 闵 而 数 7(9p). 事实 上 上 ,党 
f(t) = f(t) — ft} 0 
时 ,就 是 ft) 之 0, 於 (D) 中 取 适 当 的 图 数 9(t) 
p(t) 二 0 (ta 以 及 +t 之 8B) 


1 1 
0 .eacteB) 
可 使 
7(9) = 人 ft)9(t) a >0. 
广义 画 数 
7T(2) = 9(0), p € (D), 
不 外 平和 从 前 褒 过 的 6 画 数 。 5 画 数 的 “六 数 " 是 指 如 下 的 广义 西数 
(op) = — 9(0), (9p € (D)). 
用 记号 5' 来 表示 它 . 
对 座 {9} CC (D), 假 如 有 区 间 (a, B) 和 常数 馆 刘 Mo, M1, … 使 
当 不 属於 (a, B) 上 时, p(t) = 0, 薄 且 
I < Wo Tp 1 NM, |g” < Mo … 
当 9pE19} 时 成 立 ， 那 末 称 {p91 是 空 有 浊 (D) 中 之 一 有 界 集 ， 广 闵 画 
数列 {7a(8)} 六 人 於 (D) 中 的 任 一 有 界 集 均匀 收敛 於 了 (9) 了 时, 称 
{Ta(9) | 收 伊 於 了 (89) 因此 


T.(9) = 广 P(t)at (n=1,2,..) 


的 语 ,{7u(2)} 收 化 於 6:T(9) = 9(0). 
对 於 广 闵 画 数 7(9), 用 公式 
—— (8) = — T(9') 


定义 它 的 导数 ,过 也 是 一 个 广义 画 数 . 当 妃 轨 可 以 微分 时 ,由 分 风 
积分 法 ,得 到 
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-To) = 一刻 HpDe(Dd A 


由 是 可 述 下 面 的 
定理 1， 广 闵 画 数 具 有 任意 砍 的 导数 。 


ee 


东明 ”起 7 -了 ， 则 针 钛 (有 也 ) 中 的 任 -有 界 集 19}, 存在 如 
下 的 语 问 [a, B]: 
Ta(g) = 太太 (bb9(b@ 
当 郊 -co 时 ,Tu(9) 在 19} 上 与 伍 失 
T(p) = f° Hep( bat 
因此 


dTn 、 fs ， _ fs ， 
(9) 一 ff at -> [retat 


在 {9)} 上 均匀 地 成 立 。 同样 


dT ,fe ,, eT 
元 (9)—> (t) , f(t)p" (tat = jr (@), 


等 等 ,定理 葵 毕 , 
广义 画 数 的 半数 的 意义 选 可 以 如 下 的 解释 .定义 
TA(@(t)) = T(t — h)), 


则 


T(E) — T(t) f° psy Pt h) — (Et) a 
h /- 1- h 


因此 
aT _r ， 
ST 90) = 人 TDW(t)dt， 


所 定 的 广义 函数 
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T(@) = / wat 


的 注 铬 是 _ 
(9) = -/ 9'(t)dt = gO0). 


于 是 9 画 数 . 
发 f(t) 的 不 连 炉 点 都 是 苞 常 的 一 一 就 是 襄 , f(t 土 0) 对 机 
(一 co,00) 中 任何 tt 都 存在 .固定 t= ,和 从 (DD) 到 出 如 下 的 {pn): 
Pan(t) = 0, t E(to— en,tot en), en—> 10, 


人 pn(t)dt = 1, 
称 极 限 
lim 一 f° fe)pt)at 
入 f(t) 在 t= 如 的 广 闵 半数 , 记 它 做 DF(H)， 由 於 
/es ff +t) tt) 


En ， ， 1 
ft on) {pb t asthman) /Gtatt) ds, 


此 地 0 之 汶 过 en，0 过 巩 过 en; 政 且 gr( 土 6m) = 0。 所 以 
Jr -> 2 的 语 , 我 们 过 到 
. DW) = [fto t+ 0) — ft — 0)19(to). 
就 是 说 : 
Df(to) = [f(to t+ 0) ~— f(to — 0)15(t — t). 
假如 太 思 在 它 的 任何 连续 点 都 可 以 微分 ， 证 且 画 数 具 有 “ 奸 
烤 性 ”, 赤 末 当 训 是 大 轧 的 一 个 连续 业 蛙 ,从 


一 广 f(t)9,(t)at =- 三 f(t)pu tat 
= / "Fb tat= f° [ 产 (加 ) + O00)] p(t)at 
得 到 了 Fa) = 六 bo), 此 时 广义 潮 数 等 从 普通 的 潭 数 ， 
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1. 统 性 运算 方程 谢 线 性 运算 子 4z 前 蔬 全 六 空间 五 映照 
於 E 和 攻关 数值 人 假如 有 * & 如 适合 


EE 


Ax = ix, 
那 末 称 4 是 嫉 性 运算 子 4 的 一 个 固有 值 . 和 4 是 RB 上 的 钱 性 
磷 锦 
Yi = Wd Got 十 … 十 QjnXn(? = 1, 2， , 1) 
时 ,方程 Ax = hx 等 从 从 “行列 式 | 有 4 一 | 等 礁 0”. 当 
|14 一 人 [|=0 


时 , 方 陈 4 一 不 可 以 道行 . -- 切 1 使 方 阵 4 一 不 能 道行 的 ， 
成 一 集 , 称 此 集 篇 盈 算 子 4 的 说. 使 4 一 A 可 以 道行 的 1, 称 篇 
4 的 一 个 正则 值 ， 当 ) 是 一 正则 值 时 , 4 一 ?7 有 递 泽 算 子 
(4 一 17) 一 已 

称 R; 篇 4 的 一 个 助 道 到 算 子 。 

党 如 不 是 一 个 Rs 的 时 候 ，4 的 计 中 除开 一 切 固 有 值 ， 可 能 
还 有 别 的 数值 。 称 固有 值 的 全 体 需 4 的 周详 , 庙 中 除了 点 详 ， 称 
所 依 的 部 分 篇 4 的 连 米 玫 


定理 1. 粮 性 运算 子 4 的 讲 是 一 个 闭 集 . 4 的 正则 值 ， 其 全 


se 0 0 © + 


4| 守 4|| 暑 ， 
一 1 是 可 六 的 , 
证 明 ” 隧 近 认可 道 过 算 子 的 运算 子 是 可 道 的 . 因此 , 当 4 一 和 7 
是 可 逆 蛙 , 取 |18| 蔡 小 , 4 一 (十 9)7 也 是 可 逆 的 ， 壹 就 是 六 ,4 
之 正则 值 的 全体 成 一 肛 集 ， 所 以 庄 是 一 于 集 .1* | 站 4 让 的 话 ， 
2() 4 六 收 和合， 因此 


1 A4* 1 _ A\ 1 7 
-六 马 寺 - 了 (7 $4) (A — 171)-1 = RA 
成 一 巧 逆 尝 算 子 。 定 理 广 界 ， 
条 4 的 庄 落 在 以 原点 篇 中 心 ，j| 4 往生 征 的 因 中 、. 


sa 
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例 在 [0, 1 中 的 一 切 连 续 画 数 ?2(t 世 成 一 空间 ,在 c 上 定义 


着 
4(Z(t) = p(t) rE), 
x(t) 是 一 固定 的 连 种 画 数 . 从 
(A— M(t) = (nt) — Wz(t), 
得 到 


A— A)-iwt) = 2t) 
(A Nt) = 


当 x(t) 天 人 时 ,上 式 成 立 ,因此 x(t) 的 一 切 巩 数值 形成 4 的 讲 . 
发 4 是 映照 巴 拿 磅 空间 且 於 如 中 的 一 个 运算 子 .假如 有 界 
集 的 映像 必 具 有 航 密 性 , 那 未 称 4 是 完 双 连 种 的 ， 因 此 4 是 民 ， 
上 的 至 算 子 的 话 , 它 一 定 是 完全 连续 . 当 已 不 是 一 个 忆 。 了 时 ,至 上 
的 4 未 必 是 完全 过 积 的 . 
在 滴 当 的 条件 下 ,方程 ， 


y(s) = / Kls, tx(t)dt, w(t) € Cra, b] (1) 


定 闵 C(4,0) 上 的 一 个 完全 连 秆 运算 于 4x = yy 我们 蔡明 
定理 2。， 假 如 KK(s, t) 在 正方 形 
Q: osb, ot<h 


t= pr(s), EK = 1,2, (C2) 
上 ， 巧 县 信任 工 直入 “s 二 常数 ”上 ， 它 只 有 有 限 个 不 速 入 是 4 那 末 


* 0 0 eo +。 。 ee ee pp 4 


全 首先 苹 朋 2Z(t)《 Ca, 5) 含 有 Y(s)& C[a, 65]. 
记 |K(s,t) | 的 上 寞 篇 及， 通 合 


* 溃 个 候 区 是 重要 的 . 例如 : 识 6。 = 0, 5=1. 当 s < 地 时 ， K(s, =1; 


党 8 之 > 上 时， 下 Cs 二 0, 则 下 (ss) 在 直入 3 一 六 上 没有 过 续 点 ， 而 (1) 将 画 数 
w(1)=1 入 成 不 连续 医 数 . 


-一 一 1 ，.， 
1 (5) | < NF ,2,."", 1) 


的 一 切 点 (s, 4) 成 一 并 集 G, 8@ 一 8 = 耻 是 一 闭 集 ， 在 开 集 下 上 ， 
K(s,t) 是 连 鞭 的 ,因此 有 5 如 于 :不等式 


1K(s', 1) — Kes’”, EC 
当 |s 一 | 过 6 时 在 中 成 立 。 更 在 固 s 和 2 将 区 间 & 才 t<6， 
分 篇 南 租 小 芭 间 . 人 o1; 是 由 


tes ) 十 一 一 一 


Px(s ) 一 1 


ee 四 人 re _ 
Pr( ss") i <t< ore(S 1 


[3 
的 2% 侦 小 区 间 组 成 ,其 全 长 |91| 过 21 jo py 故 党 
iz(t)| = max | x(t) | 上 时， 
/Ks bE | ed) | det) dt < lel. 
又 因 
: “(8’ “(9 。 
人 (8 -ECs t) | ot) dS sg et) 1x 


x1b—el< lel 
所 以 
1y(s) — vy(s")|< 
b- 
</ | K(s',t) — K(s”,t)|: |z(t) |at < ellzl. 
由 是 ys) 《 Cla,b), 且 知 y(3) 对 从 均匀 有 界 的 {z(t)} 是 平等 连 


车 的 ,此 时 
5) | MG — oa) lz || 


小 於 一 个 常数 ,定理 发 举 ， 
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珊 & = 0,5=1, 在 三 角形 伟人 >s (st 中 ,天 (st) 一 0 
的 新 , 划 得 伏 耳 竺 拉 的 还 算 子 


y(s) = a Ks,t)wx(t)dt. 0O<sZl. 
0 


过 也 是 完全 连续 的 . 
”定理 3.。 设 人 A … 都 是 巴 拿 灰 空间 万 中 的 守 全 下 帮 的 泽 


[ eo + ee + 


im | A, 一 4|| = 0. 
那 末 全 也 是 完 : 到 连 秆 的 ， 


证 明 互 中 任 取 一 列 有 界 元 素 wo,… ;XY 上 二 C. 要 嫩 
| Az 中 有 一 个 收 伊 的 子 列 . 从 4x 的 完 至 连 炉 性 , A1%1, A4172,… 
中 有 收 敏 的 子 列 

4Xp 4wp 7 (D1 Ds), 

双 和 从 4o 的 完 双 连 米 性 ，A42xp,(n = 1,. 2, …) 中 ,有 收 伍 的 子 列 
4azro ao (DE dC {Pn} ). 
一 般 地 襄 , 和 从 Awx 的 完全 连续 性 ，4wzz,(2 = 1!, 3,…) 中 ,有 收 

化 的 子 列 

人 ns， 人 na ' (S18 ) 
但 {pn} (10 pt 1s …。 因此 在 半角 厂 元 素 列 
zp Va 上 4 4 收 铸 ， 和 此 对 
角 烤 元 素 篇 zc xXw,… 则 存在 着 极限 


lim mTnn 一 am( mM 一 1, 2， …), 


由 於 Axnn 一 4zpp | 小 雁 或 等 从 
| Axnn 一 AmXnn | + | AmTnn 一 AmTpp || 十 
+ 上 Anxpp 一 4zop ||. 


中 轿 的 项 , 当 名 之 Pp >>N(m, ee) 时， 小 於 瑟 ， 第 一 项 与 第 三 项 之 
和 不 大 做 
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1 4 一 4 (zol 二 zol 2C| A — A ll, 
取 ?% > mo(e) 的 语 , 可 以 使 它 小 大 2 因此 ,党 


n>p>N(m,(s),e) 
时 , 上 4zmn 一 4zop|| 二。e。 定理 症 明 完 尘 . 
定理 4 完 圣 束 区 素 黎 子 的 直下 至 算 子 也 是 完 圣水 区 的 、 
证 明 ” 设 完 公 连 种 演算 子 4 映照 巴 拿 赫 宏 浊 吾 於 刀 中 的 G. 
因此 4 的 共 塌 条 算 子 4* 映照 加 於 再 中 ， | 
设 {9x} 是 访 中 的 有 界 汽 画 铀 列 , | 9x|| 之 对 . 设 {1yw} 在 G 
中 到 处 稠密 , 那 未 利用 对 角 焰 的 方法 , 存在 子 列 !9s 在 上 点 点 
收敛 . 事实 上 , 当 yy G 时 ,有 ys 和 通 合 


é 
上 一 如 < 7: 


设 上 之 5, 则 [94, (9) 一 9w,(Y) | 小 认 或 等 於 
{ 9%, (2) — 9%, (Ye) E+ | gw (Ys) — Gn, (Ys) | 十 
+ | gr, (Vs) 一 gn (CY). 
第 一 第 三 两 项 之 和 小 施 ， 


€ € 
(oo 二 llowlD Ny — vl <2M 5 一 二 . 


第 二 项 党 之? > mo = mols) 时 ,可 使 它 小 於 二 由 是 
| 9 (2 一 gw)1< es， (4 全 7)。 
因 之 {g。。(y)} 收 化 ， 现 在 寅 
lim gu (y) = lim g, (Ax) = f(x%) = 9(47)， 
~ g, (Az) = f,(2). 


我 们 要 全 ||f, 一 fF 一 0. 
设 Xw, 是 恕 中 如 下 的 元 素 , || z,|| = 1， 
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1 ) — f(z,) | > 了 If 一 fl 


假如 | 一 让 寺 0(1), 那 未 有 正 数 w 小 於 
{if 一 f, ||，, (2 = Di D2, "0 ), 
因此 


[f(z,) — fl2,) | > 七， (» 一 op)。 


和 从 中 z= 1 知道 : {zx,} 中 有 子 列 z, 使 4x,, 党 有 -> oo 时 收敛 
於 go 47 是 完备 连 粮 的 . 由於 {19,,(9)} 的 收 伊 性 ,我 们 可 以 假 襄 
两 不 等 式 

Yom— 2, ll < e 和 | 9g)(Yo) — 9(Y) | e 
当 >ko 时 都 成 立 ， 此 地 () 表 示 15, 因此 1g0( 4x,,) 一 9(Az,))| 
小 类 或 等 礁 | gw (Axs 一 加) 十 | gw() 一 910) | 十 19(% 一 


一 Ax,4)| 过。 (ML 十 1 + 开 ) 簿 是 可 以 小 认 二 的 , 取 * 基 小 的 


茵 .由 是 发 生 了 了 矛盾, 故 必 ||f, 一 了 一 0. 由 锥 4g = 了 ,所 
以 上 4*gs 一 | 一 0, 还 就 是 谣 , (4 "go 中 存在 收 化 的 子 列 . 定 
”定理 5 两 个 粮 性 遂 第 子 4 和 “之 中， 假如 有 个 大 有 和 者， 


se 


ee 


证 明 ”下 4 是 完 双 连 种 的 , 而 卫 是 有 界 . 假如 MM 是 玉 中 的 
__ 个 有 界 集 , 那 未 因 B 的 有 界 性 ,从 | 
Bz] 之 | zl (K 是 常数 )， 

知道 BM 也 是 有 界 , 由 从 4 是 完全 连 炉 ,所 以 4BM 具有 比 密 性 ， 
过 就 是 说 明 4B 是 完全 连续 的 . 

又 AM 是 被 密 的 , 有 界 泽 算 子 B 是 连 生 的 ， 所 以 BAM 也 是 
第 密 的 .定理 证 符 . 

从 定理 5 知道 ,无限 礁 空 间 上 的 完全 连 糯 运算 子 4, 决 不 能 具 
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有 有 1; 界 的 近 泽 算 地 4-. 假如 不 然 ， 44- = 了 蜂 恋 具有 完全 连 种 
性 ,事实 上 , 决 不 可 能 . 
识 瑟 是 一 巴 拿 赫 谤 间 , 完 全 过 和 炽 的 黎 性 浑 算 于 4 将 如 映 入 於 
五 中 . 当 yY&《 包 时 ,我 们 考 谨 如 下 的 黎 性 运算 方程 : 
Y=»— Ax. 
过 是 弗 琥 特 佟 耳 二 第 二 种 积分 方程 
f(x) = 2f K(x, Yy)f( YIAY + 史 (2) 
的 拓 广 , 因 篇 我 们 已 绝 媳 明 过 爱 算 于 
yt) 一 / K(t, s)x(syds 
十 具有 完全 连 和 镇 性 的 . 现在 姓 明 下 面 的 
定理 6。 届 守 全速 太 的 粮 性 泽 算 子 4 将 已 全 赫 空 间 映照 
於 五 . 假如 方程 y=2 一 42 夺 於 五 中 任何 元 素 y 常 有 解 . 那 末 ， 
%— AX=0 
决 浪 有 限 、 
座 明 ”假如 方程 x 一 4z = 0 具有 非 需 的 解 XY/， 
2 一 42 = Tw = 0, 
那 末 方程 Tx = 0 的 一 切 解 组 成 如 的 一 个 子 空间 已 ,方程 T"%z=0 
的 一 切 解 形成 恕 的 子 空间 及. 易 知 
Ec EnS.. 
现在 悦 阴 已 C Es C…. 事实 上 ,由 於 y 一 x 一 47 常 有 解 ,所 以 
笑 次 可 得 za za …: . 
oa 一 2 THi 一 op， = Kn 
.因此 从 T"zn = ?nl 一 了 = 0， 知道 za《 Bn. 但 是 
Tely, = Ta 一 … 一 人 xz 一 2 天 0， 
所 以 五 。; 是 五 的 趴 子 集 . 届 72 a) = 则 2 盖 0。， 点 集 
五 。 中 必 有 元 素 zo 通 合 | Xnti 一 zo 之 2p. 易 知 
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1 Zn 一 Xo, En) = rT(Xnp Bn) = Db. 
以 正 数 | zx 厂 亿 中 一 切 元 素 ,所 得 之 集 仍 往 Ln, 所 以 份 
(ui) 
| Cnt 一 ze wnri— 2o|| 上 za 一 Zo 


得 到 
rT( Yntls En ) > 2 | Ynt+l || = 1 » Yntl € Enn. 


现在 征明 {Ay，} 缚 不 含有 任何 收敛 子 列 . 事实 上 , 当 公 之 名 时 ， 
Ya 十 Tym 一 TYn《 my 所 以 


1 
Avym — Aya | = | ym 一 (十 TY — Tyn) | > s: 


过 是 和 与 4 的 全 连 团 性 不 相 容 的 .定理 豆 轩 ， 
条 1 党 y = 一 47 对 於 任何 第 有 解 际 7 一 4 是 可 滥 
的 . 
证 明 ”假如 对 色 某 1/, 方程 y = # 一 4x 县 有 相遇 两 解 % 和 
Xa, 于 末 ,就 有 如 下 的 矛盾 : 
4(za 一 0) 一 0 一 0 天 0. 
系 3 发 4 是 4 铅 六 者 理 算 于 ， 假如 4 导 - 完 全 环 籽 的 ， 


Te A*f = 0 只 有 " 震 解 ”， 
证 明 事实 上 , 4 的 完 公 违 炉 性 含有 4* 的 完全 连 炉 性 , 巴 拿 
汶 空 间 互 的 共 井 空间 且 也 是 巴 拿 胡 空 间 ， 从 定理 6 知 条 2 成 立 . 
翟 明 完毕 。 
假如 方程 y = x 一 4z 常 可 解 , 那 未 当 了 了-- 4*f = 0 时 ， 
FY) = FX) — fAr) = f(x) 一 4*fz) = 0. 
过 是 建立 着 下 壕 定理 中 人 条件 的 必要 性 : 
定理 7， 方 程 y = x 一 4x 有 解 的 充 要 人 条件 是 一 4A*f = 0 
合 有 f(y) = 0. 
证明 ” 留 下 的 议 明 是 要 从 设 条 件 注 出 方程 y = 2 一 4z 是 可 
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当 了 一 4 = 0 时 ,定义 适合 f(y) = 0 的 一 切 2 所 成 之 集 
Lz. 我 们 要 订 通 集 LL 中 只 含有 形式 xX 一 4z 的 元 素 ,就 是 这 ,不 
可 能 寅 成 x 一 42 的 元 素 不 在 7 中 . 或 是 膏 , 有 如 下 的 话 : 

一 A = 0, f(y) 天 0， 
换 句 话 襄 : 有 (x 一 4x) 三 0 (x 《EE), (1) 天 0, 

有 具有 形式 2 一 42 的 元 素 的 全体 , 记 它 做 Co 设 z《 Go 一切 
元 素 z 十 ay 成 一 子 窄 间 [Go bg ， 在 {Co 4) .上 , 定 闵 如 下 的 泛 
责 广 : 

fi(z 十 xy:) = a. | 

由 漠 奥 巴 拿 赫 的 定理 ,此 泛 画 数 f 可 以 延 尾 到 EE 中 所 有 的 元 
素 , 过 个 有 就 是 所 要 的 泛 画 数 . 定 理 说 举 ， 

采信 如 方程 1 一 A*f = 0 人 无 解 一 - 除 眼 1 = 0 一 - 那 订 方 
程 y = 一 2 一 42 情 有 人 解 . 

定理 8， 方程 =f 一 4*7 有 解 的 充 要 条件 是 当 zx 一 Az=0 
时 jz)=10. 

奸 明 ”必要 性 的 媳 明 : 当 有 = f 一 和 4*f 有 和 解 时 ， 

h(x) = f(x7) — fA) = f(x — Ax). 
故常 x 一 4x = 0 有 时, h(x) = 0. 

休 件 的 充足 性 :假如 时 於 请 足 z 一 4z=0 的 2 必 使 用 2) 一 0， 

那 未 首先 在 Go (其 中 元 素 具 有 形式 x 一 4z = TX) 上， 由 方程 
f(TxX) = h(x) 

定义 省 机 了 此 了 是 钳 值 的 ,事实 上 当 Tz1=T%s 了 时 ,有 (21) ==h(w,)。 
双 和 从 

fT(K + Xa)) = h(xi + ta) = h(x1) + h(%s) 
fT) 十 f(TY,). 
知道 f 是 一 个 线性 泛 画 ,这 个 沦 耳 可 以 延展 到 友 的 一 切 元 素 。 由 
是 多 得 


1 


: 
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f(Tx) = T*f(x) = (2). 

所 以 方程 h = f 一 4*f 有 人 解 f， 定 理 证 星 . 

和 柔 假如 当 “天 0 上 时 2z 一 4z 天 0, 那 未 方 程 了 一 4 一 大 
常 有 解 ,下 面 的 定理 是 定理 6 的 道 . 

定理 9， 假如 方程 ”一 A4 = 0 只 有 -一 个 解 2 一 0，, 那 本 方 各 
z 一 47 = % 司 有 解 . 

狠 明 ”由 从 方程 + 一 4x=0 只 有 一 个 解 , 所 以 方程 1 一 A*f = 
志 h 屋 有 解 ， 因 之 fF 一 4*f = 0 只 有 一 个 解 f=0. 由 是 方程 y = 
we Az 常 有 解 ， 定理 菠 举 . . 

焰 上 所 述 ,天 从 方程 9 = x 一 4z, 只 有 下 面 两 种 情形 : 

1) ”对 认 任 何 y, 方 程 有 唯一 的 解 ,此 时 逐 算 于 7 一 4 是 可 道 


2) 方程 + 一 4z = 0 具有 非 堆 的 解 , 此 蛙 ， = 1 是 4 的 固 
有 值 . 
以 上 所 述 的 各 种 蒋 给 ,都 可 以 加 之 於 方 程 
一 2 一 447 (4 站 


因此 当 了 一 /4 篇 不 可 道行 时 ， 元 是 4 的 一 个 固有 值 . 换 


句 话说 : 涛 於 完 会 连 秆 的 运算 子 而 言 ,任何 数 不 是 它 的 正则 和 什 就 是 
它 的 固有 和 值 ,完全 连 久 的 运算 于 不 会 有 连 钙 议 的 。 


